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1. Zahlen

1.1. Elementares

1.1.1. Symbole und Aussagen

Seien A und B Aussagen.
o AN B heifit , A und B gelten*
o AV B heiit , A oder B gilt“ (auch beides gleichzeitig ist erlaubt)
o A= B heifit ,wenn A gilt, dann gilt auch B“ (Implikation oder Folgerung)
A < B bedeutet B = A
A & B bedeutet (A = B) A (A < B) (Aquivalenz)
o —A ist die Verneinung oder Negation von A

Lemma 1.1:
Seien A und B beliebige Aussagen. Dann gilt die logische Umkehrung:

(A= B) & (-B=-A)

o x € A heifit x ist ein Element von A“

o x & A heifit ,x ist kein Element von A“

e« A C B heifit A ist eine Teilmenge von B“ Diese Teilmengenbeziehung
bezeichnet man auch als Inklusion

 Sei M eine Menge und S C M. Dann bezeichnet S¢ = M \ S das Komplement
von S

e« AUB = {x:x € A oder x € B} ist die Vereinigung beider Mengen (,,oder
ist hier nicht ausschliefiend)

e ANB={z: 2z € Aund x € B} ist der Durchschnitt beider Mengen

e A\B={z:2¢€ Aund x ¢ B} ist die Differenz beider Mengen

() heiBlt die leere Menge

o 1 heifit ,es existiert mindestens ein“ und 3! heifit ,es existiert genau ein*

V heifit fiur alle“

Lemma 1.2:
Sei A eine Menge und A, eine Aussage fiir x € A. Dann folgt:

-(Vo € A gilt A,) & (3x € A mit A, gilt nicht)
Dies kann man noch kiirzer fassen mittels:

~(Vre A: A,) & (Fx e A: - A,)
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Rechenregeln fiir Mengen

Zahlen

Seien A, B und C beliebige Mengen.
e De Morgansche Regeln

(AUB)® = A°N B

(AN B)¢ = AU B¢
A\ (BUC)=(A\B)U(A\C)
A\ (BNC)=(A\B)N(A\C)

o Differenzen

A\ B=AnB"
=BC\AC
A\ (B\C)=(ANC)U(A\ B)
(A\B)NC =(ANC)\ B
— AN(C\ B)
(A\B)UC =(AuC)\ (B\(O)
A\ (BNC)=(A\C)U(A\ B)
A\ (BUC)=(A\C)N(A\ B)
(
(

AAB=(A\B)U(B\A)
=(AUB)\ (AN B)

Hierbei bezeichnet A die symmetrische Differenz von A und B.

o Teilmengen

AC B&s B¢ c A
ACB& A\B=10

Regeln fiir eine Menge

Sei M eine beliebige (Grund-)Menge und sei A C M.
o Vereinigung & Schnitt
ANA=A
AUA=A
Aub=A
ANP=10

o Komplement

(49°-

AUA =M
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Zahlen

Seien A, B und C beliebige Mengen.
« Assoziativitat

(AUB)UC =AU (BUC)

=AUBUC
(ANB)NC=ANn(BNCQC)
=AnNnBnNnC
e Kommutativitat
AUB=BUA
ANB=BNA

o Distributivitat

1.2. Natiirliche Zahlen

Die Menge der natiirlichen Zahlen nennt man N:
N={0,1,2,...}

Weiterhin definiert man N, := N\ {0} ={1,2,3,...}.

( Bemerkung 1.1:
Je nachdem ob man bei folgenden Definitionen und Sétzen 6fter die Null mit in der

Menge oder auflerhalb der Menge benotigt, definiert man alternativ schon mal

N={1,2,3,...} und Ny={0,1,2,...}

Im Nachfolgenden ist hier mit N immer die erste Definition, die mit Null, gemeint.

|

Addition und Multiplikation sind Abbildungen von N x N nach N.

Definition 1.1 (kartesisches Produkt):

Das kartesische Produkt A x B (lies ,,A kreuz B“) zweier Mengen A und B ist
definiert als die Menge aller geordneten Paare (a,b), wobei a € A und b € B ist.
Dabei wird jedes Element aus A mit jedem Element aus B kombiniert. Formal ist das

kartesische Produkt durch
Ax B := {(a,b): acAbe B}
definiert. Das kartesische Produkt einer Menge mit sich selbst ist

AP =Ax A= {(a,a'): a,a'GA}
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Zahlen

Definition 1.2 (induktive Menge):
Eine Menge M C R heifit induktiv, falls

1.0e M
22.zeM=x+1eM

|\ J

f Bemerkung 1.2:
Die Menge der natiirlichen Zahlen N ist die kleinste induktive Menge.
_

Definition 1.3 (natiirliche Zahlen nach Peano):

N wird definiert durch:
1. 0eN
2. Es gibt eine Nachfolgerabbildung N : N — N derart, dass:
(a) 0 ¢ N(N)
(b) N(n) = N(k) = n =k (N ist injektiv*)
(c) wenn A C N derart ist, dass 0 € A und N(A) C A, so gilt A=N
Man schreibt: N(0) = 1, N(N(0)) = 2 usw.

@ wgl. [Definition 5.2| (injektive Funktion)

|\ J

Definition 1.4 (Primzahl):
Jede natiirliche Zahl n > 2, die nur durch n und 1 innerhalb N teilbar ist, nennt man
L Primzahl.

f Lemma 1.3:

Es gibt unendlich viele Primzahlen.
& J

1.2.1. Vollstandige Induktion

p
Theorem 1.1 (Induktionsprinzip):
Sei B(n) mit n € N eine Folge von Behauptungen. Nehme an

1. B(0) gilt, und
2. (B(n) = B(n + 1)) gilt fiir allen € N
Dann hat man ,B(n) gilt fir alle n € N

- J

.
Lemma 1.4 (Bernoullische Ungleichung):
Firxz>—1undn e N gilt
(I+z)">14+nz
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Zahlen

1.2.2. Funktionen auf N

Definition 1.5 (Familie von Elementen):

Seien I und X zwei Mengen. FEine Abbildung I — X,i — x; heifit auch eine
Familie von Elementen von X, geschrieben (z;);c;. Die Menge I heifit Indexmenge.
Ist 1 =1,2,...,n so heift (x;)ie; := (x1,...,x,) ein n-Tupel.

Weitere Notationsvarianten: (1, ...,%,) = (2i)1<i<n = (Ti)iz1,..n = (X))

Seien die ay, beliebige Zahlen. Man schreibt fiir n € N, folgendes:

n
e Summe: Y a,=a; +ay+...+a,
=

e Produkt: H ai = aj -+ @ - - ay,
k=
Bei den Punktchen geht man davon aus, dass diese eindeutig und passend erganzt

werden. Eine prézise Definition ware induktiv:
0
1. > a; =0 und
k=1
n+1
2. Z ap = Zak—i—anH fur alle n € N

k=1
Die Varlable k wird eigentlich nicht benotigt und ist hier nur eine Notationshilfe.

Aulerdem vereinbart man, dass
0
e > a; =0 (leere Summe)
k=1

0
e [I ax =1 (leeres Produkt)
k=1

Sei I eine Indexmenge mit n Elementen und (z;);c; eine Familie von Elementen. Sei
I =1y,...,1i, eine Aufzdhlung von I. Dann setzen wir
,lei = kzlzrik = iy Ao,
1€ =
Analog gilt fiir die leere Summe und das leere Produkt
S, =0 und J[x;=1

i€ €0

Definition 1.6 (Faktorielle):
Firn,k € N mit n > k > 0 wird die k-te fallende bzw. steigende Faktorielle als nk

bzw. n* notiert und ist wie folgt definiert:

k—1

PN | R
nk::n-(n+1)-(n+2)'---‘(n+k_1):1:[”+i:W
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Zahlen

( Bemerkung 1.3:
Die Faktorielle kann man auch mit Hilfe der Gamma-Funktion® ermitteln. Es gilt:
__
& _T+n)
()
. D+
T =
Dz —n+1)
@ wgl. |Bemerkung 25.2|
| J

Definition 1.7 (Fakultit):
Man definiert die Fakultéat fiir n € N

sprich ,n-Fakultidt®, und dies kann man auch schreiben als

D n-n—1)-n-2)-...-3-2-1, fiirn>0
"= 1, firn=0

( Bemerkung 1.4:
Die seltener verwendete Doppelfakultat ist fiir n € N wie folgt definiert®:

1, firn=0
nll:=<n-(n—2)-(n—4)-...-2, fiir n> 0 gerade
n-(n—2)-(n—4)-...-1, fiir n > 0 ungerade

Analog zur doppelten Fakultit wird auch die dreifache (n!!!), vierfache (n!!!l), ...,
k-fache Fakultdt (n!(®) rekursiv definiert als

—_

, falls n =0
nl® .= n, falls 0 <n <k
nin — k)W fallsn >k

Diese wird auch als Multifakultat bezeichnet.

¢ Die Doppelfakultat ldasst sich auch mittels der einfachen Fakultdt und der Potenz berechnen:

(2k)! = 2F . k!
2k)!
k= 24
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Zahlen

( Bemerkung 1.5:
Es gibt noch weitere Fakultéaten:

o Die Subfakultat wird definiert als

o Mit Superfakultat wird das Produkt der ersten Fakultdten bezeichnet:

super(n) := [J il =1!-20-31-41. ... - nl
i=1

« Die Hyperfakultat ist fiir n € N folgendermafien definiert:

hyper(n) := [[i*=00-1"-22.3%-4*. ....n"
i=0

« Die Fibonacci-Fakultat von n € N ist definiert als das Produkt der ersten n
Fibonacci-Zahlen®, d. h.

wobei F; die i-te Fibonacci-Zahl ist.

« Die Primfakultat ny von n € N ist definiert als das Produkt aller Primzahlen
kleiner oder gleich n, d. h.

p<n

Ny = HP

p prim

¢ Die Fibonacci-Folge ist rekursiv wie folgt definiert:

Fy=0
Fi=1
Fn :Fn—1+Fn—2 fir n Z 2

1 2

0 78 9 10
F, |0 1 1

5 6
5 8 13 21 34 55

3 4
2 3

Definition 1.8 (Binomialkoeffizient):
Man definiert den Binomialkoeffizienten fiir n,k € N:

k
n n+1l-—m
= — €N
(k) 77!_:[1 k+1—m
Man spricht ,n iiber k“ und kann auch schreiben:

n n—1 n—2 n—k+3 n—-k+2 n—k+1 fir k>0
(Z) =k k=1 k-2 " 3 2 T
1 firk=0
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Zahlen

Das Pascalsche Dreieck:

S

furknGletk:<n

I

( )furknEletk<n

=
_
_I_

(n—i—l) fir k,n e Nmit 1 <k <n

S

/—\/—\Q/—\
D R U
|

=2"firneN

I
o

'd N\
Lemma 1.5:

Fiir n € N und beliebige Zahlen x,y ungleich O gilt:

(x+y)" = Z <n> ahynF
im0 \Fk

Analog zum [Binomialkoeffizient| lasst sich auch ein Trinomialkoeffizient definieren. Der
Unterschied wird deutlich, wenn man das Pascalsche Dreieck betrachtet. Dort wurde immer
die Summe der beiden dariiberstehende Eintrége gebildet, hier bildet man die Summe der
drei dariiberstehenden Eintrage.

DN =
DN =

g W R
w =
—_

Die Zeilen werden dabei mit n = 0 beginnend gezahlt, die Eintrdge in der n-ten Zeile mit
k = —n beginnend bis k = n. Der mittlere Eintrag hat also Index k£ = 0.
Der Trinomialkoeffizient ldsst sich rekursiv definieren:

().

03

(-7 (), (7)o
k), \k—1), ko), \k+1), =

wobei (Z)?) =0 ist fuir k < —nm und k > n.

Es gilt analog zum |Binomialkoeffizienten: i (2)3 = 3" firn € N.
k=0
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Zahlen

Der Multinomialkoeffizient oder auch Polynomialkoeffizient ist eine Erweiterung des
IBinomialkoefhizienten. Fiir nicht-negative ganze Zahlen ky,... k., und n:=k + ... + k.

ist er definiert als
( n ) o n!
kzl,...,k:Tp' k- k!

1.2.3. Ganze Zahlen

Bemerkung 1.6:
Fiir eine Menge A definieren wir die Menge — A als

—A:={-a:a€ A}

Definition 1.9 (ganze Zahlen):
Die Menge der ganzen Zahlen nennt man 7:

Z::N+U{O}U—N+:{...,—2,—170,1,27...}

Addition, Multiplikation und sogar Subtraktion lassen sich auf Z x Z definieren. Man sagt
n < m fir n,m € Z, wenn es eine Zahl k € N gibt so, dass n + k = m.

Fiir die Teilmenge der geraden Zahlen schreibt man 2Z = {...,—4,-2,0,2,4,...} und fur
die Teilmenge der ungeraden Zahlen 27+ 1 ={...,—5,-3,—1,1,3,5,...}.

1.3. Rationale Zahlen

Definition 1.10 (rationale Zahlen):
Die Menge der rationalen Zahlen nennt man Q:

Q:{m:mEZundn€N+}
n

Dabei unterscheidet man jedoch zum Beispiel nicht zwischen g und 1%. Man sagt ™ = ¢,
wenn mb = an. Addition und Multiplikation werden definiert durch

m a mb+na ma  ma
— 4= und — =

n b nb nb nb

Identifiziert man %+ mit m, dann ist Z eine Teilmenge von Q.

Bemerkung 1.7:

Eine Zahl x € R\ Q heifit irrational. Die Menge aller irrationalen Zahlen wird oft
mit [ bezeichnet. (Vergleiche mit [Kapitel 2| ,|Reelle Zahlenf* und siehe |[Abschnitt 1.3.4|
JRationale Zahlen reichen nicht[*)
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Zahlen

1.3.1. Algebraische Eigenschaften

Mit (K, +,-) meint man, dass K eine Menge ist, auf welcher Addition ,+* und
Multiplikation ,,-“ definiert sind. Insbesondere soll K abgeschlossen sein unter diesen
beiden Verkniipfungen, d.h. fiir alle a,b € K gilt a + b € Kund a - b € K.

Definition 1.11 (Verkniipfung):
Eine (innere) Verkniipfung auf einer Menge M ist eine Abbildung

oo MxM—M

(my, mg) — my o my
Man nennt die Verkniipfung ,o“ assoziativ, falls
(m1 omsg) oms =myo(mgomg) Vmy,mg,mg € M
und kommutativ oder abelsch, falls
Vmy,mg € M: myomg =moomy

Notation: Fiir die Verkniipfung zweier Elemente a,b € M, schreibt man statt a o b
auch kurz ab.

Definition 1.12 (Magma):
Ein Magma ist ein Paar (M, o), bestehend aus einer Menge M (der Tragermenge)
und einer zweistelligen inneren Verkniipfung , 0

Definition 1.13 (Halbgruppe):
Eine Halbgruppe ist ein Paar (M, o), welche aus einer Menge M und einer assoziativen
inneren zweistelligen Verkniipfung ,,0“ besteht.

Definition 1.14 (neutrales Element):
Sei (M, o) ein Magma. Ein Element e € M heifit

e linksneutral, falls e o m = m fiir alle m € M ist
o rechtsneutral, falls m o e = m fiir alle m € M ist

e neutral, falls e linksneutral und rechtsneutral ist, d. h.

YmeM:eom=m und moe=m

Bemerkung 1.8:
Bei multiplikativer Schreibweise nennt man ein neutrales Element auch Einselement
(e =1 oder kurz 1), bei additiver Schreibweise auch Nullelement (e = 0 oder kurz 0).
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Zahlen

Bemerkung 1.9:
Wenn ein neutrales Element existiert, ist es eindeutig denn fiir e, ¢’ neutrale Elemente
gilt:

e’ neutral ; e neutral
= eoe = e

Definition 1.15 (Monoid):
Sei (M, o) eine Halbgruppe mit neutralem Element e. Das Tripel (M, o, e) nennt man
Monoid.

Definition 1.16 (invertierbares Element & Einheiten):
Sei (M, o, e) ein Monoid. Fiir a,b € M mit a o b = e heifit

e a rechtsinvertierbar mit dem rechtsinversen Element b, und
e b linksinvertierbar mit dem linksinversen Element a.

Sei m € M, dann heifit m invertierbar oder eine Einheit, falls gilt:
neM:mon=e und nom=e
Die Menge aller Einheiten von M wird mit M* bezeichnet:

M* :={a € M: a ist invertierbar}

Bemerkung 1.10:
Bei multiplikativer Schreibweise spricht man von dem Inversen a~
Schreibweise spricht man auch vom Negativen —a von a.

1 yon a. Bei additiver

Bemerkung 1.11:
Wenn m invertierbar ist, dann ist n eindeutig. Angenommen n,n’ sind inverse zu m.

n=noe=no(mon)=(nom)on =eon’ =n'

Da inverse eindeutig sind, benutzen wir die Notation m .

Definition 1.17 (Gruppe):
Sei (G,o,¢€) ein Monoid mit G # (), so dass alle Elemente von G invertierbar sind.
Dann heiit das Paar (G, o) eine Gruppe.

Definition 1.18 (abelsche Gruppe):
Eine Gruppe (G, o) heifit kommutativ oder abelsch, falls

Vg, € G:gog' =g'og
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Zahlen

Definition 1.19 (Untergruppe):
Eine Untergruppe (H, o) einer Gruppe (G, o) ist eine nicht-leere Teilmenge von G,
die selbst eine Gruppe ist, d. h.

l.ec H

2.heH=h'leH

3. h,h e H=hoh' e H
Notation: H < G.

Definition 1.20 (endliche Gruppe & Gruppenordnung):

Eine Gruppe (G, o) heiit endlich, falls sie nur endlich viele Elemente enthélt. Die
Machtigkeit von G (also die Anzahl der Gruppenelemente) nennen wir die Ordnung
von G.

Anzahl der Elemente von GG, falls G endlich

00, sonst

Man schreibt ord(G) = |G| = {

Definition 1.21 (Korper):
Man nennt (K, +, ) einen Kérper, wenn

e (K,+) ist abelsche Gruppe:

1. Assoziativitiéit: Ve,y,z € Kiax+ (y+2)=(x+y)+2
2. neutrales Element: J0 €K, sodassVe e Kgilt x +0 =2«
3. inverse Elemente: Vee K3d—z €K, sodassz+ (—z) =0
4. Kommutativitat: Ve,yeKiz+y=y+zx

°
—~

K\ {0},-) ist abelsche Gruppe:

5. Assoziativitét: Ve,y,z € Kix-(y-2)=(z-y)- 2
6. neutrales Element: 1 eKmitl#0,sodassVeeKgiltz-1=ux
7. inverse Elemente: VeeKdz ' eK,sodassz-o7 =1
8. Kommutativitét: Ve,yeKix-y=y-x
e 9. Distributivitét: Ve,y,zeKia-(y+2)=(x-y) + (- 2)
Bemerkung 1.12: }
Q wird mit Addition und Multiplikation ein Korper.

1.3.2. Ordnung

Auf Z gibt es eine natiirliche Ordnung. Man schriebt z; < z3, wenn 2z; links von 23 in
der Standardauflistung von Z steht und z; < z, wenn z; nicht rechts von 2, steht. Diese
Ordnung von Z konnen wir iibertragen auf Q.
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Zahlen

Definition 1.22 (Ordnung fiir Q):
Seien ™ und § € Q. Man schreibt

wenn mb < na

m a m a m a
und 7 < ¥, wenn = < ¢ und 7 # ¢.

1.3.3. Unendlich und abzahlbar

Definition 1.23 (unendlich & abzihlbar unendlich):
1. Man nennt eine Menge A unendlich, wenn A nicht-leer ist und wenn es eine
Abbildung f: A — A gibt, die injektiv®, aber nicht surjektiv® ist.

2. Man nennt eine Menge A abzéhlbar unendlich, wenn A unendlich ist und es
eine surjektive Abbildung f: N — A gibt.

@ ygl. [Definition 5.2| (injektive Funktion))
b wgl. [Definition 5.3| (surjektive FunktionD

(. J

4 )
Lemma 1.6:

Q st abzdhlbar unendlich.

1.3.4. Rationale Zahlen reichen nicht

Lemma 1.7:
Es gibt keine rationale Zahl x so dass x> = 2.
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2. Reelle Zahlen

2.1. Ordnung
Definition 2.1 (Ordnung fiir Korper):
Man nennt < eine Ordnung fiir K, wenn
1. fiir alle a € K gilt a < a (Reflexivitét)
2. fiir alle a,b € K mit a < b und b < a gilt a = b (Antisymmetrie)

3. fiir alle a,b,c € K mit a < b und b < ¢ gilt a < ¢ (Transitivitét)

Definition 2.2 (totale Ordnung):
(K, <) nennt man total geordnet, wenn < eine Ordnung fiir K ist und zusétzlich

4. fiir alle a,b € K gilt, a < b oder b < a

Definition 2.3 (total geordneter Korper):
(K, +, -, <) heift ein total geordneter Korper, wenn

1. (K, +,-) ein Korper ist
2. (K, <) total geordnet ist
3. fiir alle a,b,c e K mita < b gilta+c<b+c

4. fiir alle a,b,c e Kmita <bund 0 <cgilta-c<b-c
Analog gilt mit a < bund 0> ¢, dassa-c>b-c

(K, +, <) heift eine total geordnete Gruppe, wenn (K, +) eine Gruppe ist und die
Bedingungen 2 und 3 aus [Definition 2.3| erfiillt sind.

g
Bemerkung 2.1:

(Z,+, <) ist eine total geordnete Gruppe und (Q,+,-, <) ist ein total geordneter
Korper.

|

p
Satz 2.1 (Rechenregeln fiir Ungleichungen):
Sei K ein [total geordneter Korperl Fir alle x,y, z,t € K gilt:

1. z<y=—y<—x

2. x#0= 22> 0 (Insbesondere: 1 > 0)

3. x>0=1>0 (Analog: v <0 =1 <0)

4. O<I<y:0<%<isowie§<1und%>1
borx<yundz<t=z+z<y+t

6. 0<r<yundl<z<t=0<uzz<uyt

7T r<yundl<t<l=z<tr+(1-ty<y
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Reelle Zahlen

2.2. Eine Einfiithrung der reellen Zahlen

Definition 2.4 (Aquivalenzrelation):
Eine Relation ~ auf M heifit Aquivalenzrelation, wenn

1. Reflexivitit: fiir alle x € M gilt x ~ x
2. Symmetrie: fiir alle v,y € M mitx ~y=—y ~x

3. Transitivitét: fiir alle x,y,z € M mit (xt ~yAy~z) = x ~ 2

wachsende, fallende und beschriankte Folgen

Eine Folge {a,}3°, heiit (monoton) wachsend wenn ay < a; < as < ..., genauer
gesagt, wenn a, < a,y; fur alle n € N. Man nennt die Folge streng (monoton)
wachsend, wenn a,, < a,; fur alle n € N.

Analog heifit eine Folge {a,,}>2, (monoton) fallend, falls a,, > a,; fir alle n € N.
Gilt zusétzlich, dass a,, # a1 fir alle n € N, dann heifit die Folge streng (monoton)
fallend.

Wenn (K, <) total geordnet ist, dann heift & € K eine obere Schranke® fir die
Teilmenge A C K, wenn fur alle a € A gilt, dass a < k.

Die Zahl k € K ist eine obere Schranke fiir die Folge {a,}°, in K’ wenn fiir alle
n € N gilt, dass a,, < k. Wenn eine Menge oder Folge eine obere Schranke hat, dann
heifit sie nach oben beschrankt.

Ahnlich definiert man untere Schranke und nach unten beschrdnkt.

Ist die Menge oder die Folge sowohl nach oben als auch nach unten beschrankt, dann
nennt man sie beschrankt.

¢ ygl. [Definition 4.4| (]Supremum & InﬁmumD

b wgl. [Kapitel 4|

Definition 2.5 (R als Grenzwert von Folgen):
Mbégliche Konstruktion:

1. Sei F die Menge aller Folgen rationaler Zahlen, die monoton wachsend und nach
oben beschrankt sind

2. Fir {a,}220,{bn}5%, € F sagt man {a,}:>, ~ {b,}>>, (beide Folgen sind
dquivalent), wenn fiir jedes q € Q gilt

a, < q fir allen € N < b, < ¢ fiir allen € N
Anders gesagt: beide Folgen haben die gleichen oberen Schranken

3. R:= (F,~), d. h. man identifiziert aquivalente Folgen und definiert R als die
Menge der Aquivalenzklassen

Bemerkung 2.2:

Man fasst diese Konstruktion zusammen, indem man sagt: R ist die Menge aller
Grenzwerte von monoton wachsenden, beschréankten Folgen aus Q.

Analog dazu lielen sich statt monoton wachsender, nach oben beschrankter Folgen
auch monoton nach unten beschrankte Folgen in Q nehmen.
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Es stellt sich heraus, dass die reellen Zahlen R eine verniinftige Struktur haben und
auf natiirliche Weise die Locher in QQ auffillen, wenn wir Addition, Multiplikation und
Ordnung fiir R passend definieren. Passend heifit, dass die Definition fiir Elementen aus Q
die tibliche bleibt und sich auf natiirliche Art fiir Elementen aus R ergénzt.

Theorem 2.1:
(R, +, -, <) ist ein total geordneter Korper.

Die folgenden Teilmengen von R nennt man Intervalle. Seien a,b € R mit a < b.

={reR:a<z<b} (abgeschlossenes Intervall)
={reR:a<z<b} (halboffenes Intervall)
a,b):={reR:a<xz<b}

)

Ji={zeR:a<z<b} (offenes Intervall)
la,00) :={z € R: a <z}
(a,00) :={r €eR:a <z}

b i ={r eR: 2z <b}

Wir haben hier die Symbole —oo (negativ unendlich) und oo (positiv unendlich)
benutzt. oo und —oo sind keine Zahlen und liegen nicht in R. Man schreibt ab und
zu trotzdem R := RU{—o00, 00} und sagt R abgeschlossen®. Mit (R, +, -) kann man
aber nicht mehr wie mit einem Korper arbeiten.

¢ wvgl. [Definition 12.6

Bemerkung 2.3:
Eine Menge die beschrankt und abgeschlossen ist bezeichnet man auch als kompakt®.
Ein abgeschlossenes Intervall nennt man daher oft auch kompaktes Intervall.

@ wgl. [Definition 12.20

Man kann jedes Intervall I abschlieBen* (Notation I) und ,6ffnen“ (Notation I°).
I || [a,b] | (a,b] | [a,b) | (a,b) | (—00,b] | (—00,b) | [a,00) | (a,00) | (—00,00)
I || [a,b] | [a,b] | [a,b] | [a,b] | (—o00,b] | (—o00,b] | [a,00) | [a@,00) | (—o0,00)
I° || (a,b) | (a,b) | (a,b) | (a,b) | (—00,b) | (—00,b) | (a,00) | (a,o0)

(—OO, OO)

Definition 2.6 (Vorzeichenfunktion):
Sei K ein [total geordneter Korperl und x € K. Man nennt

1, >0
sign(z) :=¢ 0, x=0
-1, =<0

das Vorzeichen von .
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Definition 2.7 (Betragsfunktion):
Sei K eine Gruppe oder ein Koérper mit einer totalen Ordnung <. Dann definiert man

die Betragsfunktion

x, x>0
|z| ;=2 -sign(x) =< 0, =0 dh |z|= {
-z, x<0

r, wennzx >0

x, wennx <0

Dabei bedeutet x < 0 das 0 > x und = # 0.

2.3. Andere Einfiihrungen der reellen Zahlen

Definition 2.8 (R durch Cauchy-Folgen von rationalen Zahlen):
Mbogliche Konstruktion:

1. {a,}2, mit a, € Q heifit eine Cauchy-Folge (auch Fundamentalfolge genannt),

wenn
Ve >0dN. € Nin,m > N. = |a, — an| <€

Sei CF die Menge aller Cauchy-Folgen in Q

2. Fir {a,}22 0, {b,}52, € CF sagt man {a,}>>, ~ {b,}>>, (beide Folgen sind
dquivalent) wenn

Ve>0dM. eN:n> M. = |a, — b, <e

3. R:=(CF,~)

Definition 2.9 (R durch Dedekindsche Schnitte):
Mogliche Konstruktion:

1. (A, B) heift Schnitt von Q, wenn A, B C Q mit
1.1. A#0,B# 0 und AUB=Qund ANB =10
1.2. fiir jedesa € A und b € B gilt a < b

2. wenn es q € Q gibt mit a < ¢ fiir alle a € A und q < b fiir alle b € B, dann
sagen wir die folgenden Schnitte sind dquivalent

(A\{qg}, BU{g}) ~ (AU{q}, B\ {g})
3. Sei § die Menge aller Schnitte in Q und R := (S, ~)
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Definition 2.10 (R durch Intervallschachtelungen):
Mbogliche Konstruktion:

1. {1} mit I,, = [a,,b,| und a, < b, heifit eine Intervallschachtelung, wenn
1.1. fiir jedesn € N gilt 1,41 C I,
1.2. es fiir jedes € > 0 ein Intervall I,, gibt mit Lange b, — a, < ¢
Sei I die Menge der Intervallschachtelungen in QQ

2. Zwei Intervallschachtelungen {I,}°° , und {J,}2, heifen dquivalent, wenn fiir
jedesn € N gilt I, N J,, # ()

3. R:=(Z,~)

2.3.1. Nur eine vollstandige Erweiterung?

Definition 2.11 (isomorph):
Zwei total geordnete Korper (K, +,-, <) und (L, ®, ®, <) heiflen isomorph, wenn es
eine bijektive Abbildung ¢: K — IL gibt, so dass Va,b € K:
1. p(a+b) = p(a) © @(b)
2 p(a-b) = p(a) © p()
3. a<b<e pla) = o)
Man schreibt dann K ~ L.

Definition 2.12 (vollstindig beziiglich einer Ordnung):

Sei (K, <) total geordnet. Dann heifit K vollstédndig beziiglich der Ordnung <, wenn
jede nicht-leere nach oben beschrankte Menge M C K eine kleinste obere Schranke®
hat.

@ Diese kleinste obere Schranke von M heifit das Supremum von M und man schreibt sup M (uvgl.
[Definition 4.4)Supremum & Infimuml)

Theorem 2.2:
Es gibt, bis auf Isomorphien, eine eindeutige Erweiterung R von Q, die vollstindig ist
beziiglich der Ordnung <.

2.4. Eigenschaften

2.4.1. Abzahlbarkeit

Theorem 2.3 (Satz von Cantor):
R ist nicht abzdihlbar.
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'd )
Lemma 2.1:

e Fiirallex,y € R mit x <y gibt es ein q € Q, so dass v < q < y.
o Firallep,q e Q mitp <q gibt esz € R\ Q so dassp <z < q.

e Q liegt dicht® in R, d. h. fir jedes x € R und e > 0, gibt es ¢ € Q mit |z —q| < e.
Umformuliert: Fir a,b € R mit a < b existiert ein ¢ € Q mit a < g < b.

« ygl. [Defnition 737 (DickD)

. J

2.4.2. Vollstandigkeit

Einen ganz wichtigen Bestandteil von mochten wir noch mal betonen.

Korollar 2.2.a:
(R, <) st wollstindig, d.h. jede nicht-leere, beschrinkte Menge aus R hat ein
Supremum?®.

¢ wgl. |Deﬁnitiou 4.4| (]Supremum & Inﬁmuml)

Definition 2.13 (Folgen-Konvergenz in R):
Sei {x,}5°, eine Folge® von Zahlen in R.

e Die Folge heifit eine Cauchy-Folge, wenn:

Ve >0dN. e NVn,meN:n,m > N, = |z, —x,| <e

o Die Folge heiit konvergent, wenn es a € R gibt mit:
Ve>0dN. e NVneN:n>N. = |z, —a| <e¢

Man schreibt li_}m , = a und nennt a den Limes oder Grenzwert.
n oo

.
Theorem 2.4:
Sei R wie in[Definition 2.5, Dann sind dquivalent:

e Jede monoton wachsende, nach oben beschrinkte Folge in R hat einen Limes in

R
e Jede monoton fallende, nach unten beschrinkte Folge in R hat einen Limes in R
e Jede beschrinkte nicht-leere Menge in R hat ein Supremum in R®

e Jede Cauchy-Folge in R ist konvergent in R

@ ggl. [Korollar 2.2.a

|\ J

-
Satz 2.1 (Archimedisches Axiom):

N C R ist nicht nach oben beschrdankt, d. h. zu jedem x € R gibt esn € N mit n > x.
Umformuliert: Fir alle x € R und y € Ry mit y < x gibt esn € N mit ny > x.

_
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Satz 2.2 (Satz von Eudoxos):
Zu jedem € > 0 gibt esn € N mit%<5.

Umformuliert: inf{l' n € N} = 0%

n

@ wgl. [Definition 4.4| fiir Notation
\. J

21/215



3. Komplexe Zahlen

3.1. Etwas Imaginares

Zusatzlich zu den reellen Zahlen fithren wir das Symbol ¢ ein und wir vereinbaren:
7 = Il

Die kleinste Menge, die R U {:} umfasst und abgeschlossen unter Addition und
Multiplikation ist, muss mindestens Zahlen der Form x + 1y enthalten.

R() ={zBw: z,y € R}

Man sagt zu R(z) auch R adjungiert .
Wir definieren die Addition und Multiplikation wie folgt

Addition: (xBwy) ® (aBwb) = (z+a) Be(y + b)
Multiplikation: (x 8B wy) © (a B) = (xa — yb) B(xb + ya)

Man setzt (C, +, ) = (R(2), ®,®) und nennt C die Menge der komplexen Zahlen.

Lemma 3.1:
(C,+,-) ist ein Korper.

Definition 3.1 (Realteil, Imaginirteil, Betrag & Argument):
Sei z € C und schreibe z = x + 1y mit x,y € R.

1. Der Realteil: Re(z) = x
2. Der Imaginarteil: Tm(z) = y
3. Der Betrag: |z| = /2% + >

4. Das Argument: arg(z) = ,die GroBe des Winkels £(1,0, z) gegen den Uhrzei-
gersinn gemessen“, wobei arg(z) € [0, 2m) fiir alle z € C\ {0}

Definition 3.2 (komplex Konjugiert):
Fiir z € C, mit z = x 4+ 1y und x,y € R, schreibt man Z = x — 1y.
z nennt man das komplex Konjugierte von z.

( Lemma 3.2:
Sei z,w € C. Dann gilt

o 2z =|z|?

e 2tw=zZ+wW und Z-W=Z W
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Es gibt ,verschiedene“ Moglichkeiten eine komplexe Zahl zu schreiben:

1. z =Re(z) +¢Im(z)

2. Falls z € C\ {0}. Dann gibt es eine eindeutige Zahl 6 € [0, 27), so dass
z = re?

_ |z]el arg(z)

= || (cos(arg(z)) == zsin(arg(z))>

Wenn r = |z| und 6 = arg(z), dann heiBen (7, 6) die Polarkoordinaten von z.

( Bemerkung 3.1: )
Im
Fir z = Re(z) + ¢ Im(2) lasst sich das Argument
¢ = arg(z) € (—m,m] (Verschoben!) mit Hilfe des 1 ] I
Arcustangens ermitteln, dafiir muss nach Quadrant ) Tz
. / rt)\ Al
unterschieden werden. K N sin(e)

Im(z) : - 1 Re
arctan(Re(z)), Re(z) >0 . cos(p)
arctan(g;g;) +m, Re(z) <0,Im(z) >0 )

o= arctan(gzgz;) —m, Re(z) <0,Im(z) <0 - 1
C Re(z) = 0,Im(z) > 0
-7 Re(z) = 0,Im(2) < 0
( 1)
Lemma 3.3:
Sei z,w € C. Dann gilt
1. |zw| = [2]|w]
arg zw = argz + argw ur arg 2z +argw < 2m
2. fir zw # 0 gilt, dass & & & f & &
arg zw = arg z + argw — 2w fur argz + argw > 21
(. J

o Die Addition zweier komplexer Zahlen in der Gau3-Ebene ist die Addition der
Vektoren

o Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen lésst sich in der Gauf-Ebene
darstellen durch Addition der Argumente und Multiplikation der Betriage

Die Formel von Euler: ¥ = cos ¢ + 25sin .
Aus der Euler-Formel folgt sofort:

e*?| = \/cros(go)2 +sin(p)? =1

Weiterhin gilt: e'? = cosh(up) + sinh(up).

Eine genaue Definition der Exponentialfunktion erfolgt in [Abschnitt 6.8.1 die der
Trigonometrischen Funktionen erfolgt in [Abschnitt 8.6.2 und [Abschnitt 8.6.3, Dort werden
auch die Additionstheoreme aufgelistet.
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( Bemerkung 3.2:
Fir ein z € C gilt
Re(z) = 3(2 +2)
Im(z) = 5:(2 —2)

Damit folgt die Definition von Sinus und Cosinus (wvgl. [Definition 8.6)):

cos(z) := Re(e”) = 1(e” +e7*)

sin(z) = Im(e”) = (" — e %)

3.2. Topologie und Geometrie in C

Man definiert die offene Kreisscheibe fiir w € C und r € R, durch:
B, (w) = {z eC:|lz—w| < r}

Einige Figuren kann man einfach mit komplexen Zahlen beschreiben.

e Der Kreis um w € C mit Radius 7:
{ZGC: |z — w| :7"}
 Die Linie mit gleicher Distanz zu w; und ws € C (Mittelsenkrechte):
{z €C:lz—w| = |z—w2]}
e Seien wy,wy € C und r > |w; — wy|. Dann beschreibt
{ZE(C: |z — wi| + |z — wel :r}

eine FEllipse.
e Flur w € C mit Rew > 0 wird eine Parabel beschrieben durch

{zE(C: Rez = |Z—w|}

e Sei ¢ € (—m,m). Die Zahlen w; # wy € C werden durch einen Kreisbogen verbunden

mittels
Z—w
{zE(C: arg( l)zgp}
Z — W2

3.3. Algebraische Gleichungen in C

Definition 3.3 (Polynom):
FEine Funktion p: C — C der Form

p(2) = ap2" + ap 12"+ arz 4 ag

mit n € N und a; € C nennt man Polynom. Wenn a,, # 0, dann sagt man: ,p hat
Grad n‘ Eine Zahl z; € C derart, dass p(z1) = 0 gilt, heiit eine Wurzel von p.
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3.3.1. Das Losen von z" = w

( N
Lemma 3.4:

Die Lésungen z € C von 2" = w € C und n € Ny sind:

2 2
{{7|w|<cos<W) +zsin<w>>: ke{0,1,2,...,n— 1}}

Achtung: Fir w # 0 gibt es genau n verschiedene Lisungen.
| J

( Bemerkung 3.3:
Mit der Formel von Euler kann man das ganze auch kiirzer schreiben:

{(L/m~exp<(argw:2kﬂ—)l>i ke{0,1,2,...,n— 1}}

f Bemerkung 3.4:
Um cos(¢) + 2sin(y) nicht immer hinschreiben zu miissen gibt es die cis-Notation:

cis(p) = cos(p) + 2sin(p)

Definition 3.4 (Einheitswurzeln):
Fiir w = 1 heiflen die Lésungen der Gleichung 2" = 1, also

2mk

F=e™ firk=0,1,...,n—1

die n-te Einheitswurzel. Diese ist der n-te Teil des Kreises.

Finheitswurzeln fiir 2° = 1 Einheitswurzeln fiir z** = 1
Im Im
A A
3
2
CG C& C4 1 Cll
11 .
Gt
(i
S &g Re 65— Re
(h
10
7
4 <5 Cll 9
56 fl iy
Satz 3.1:
Es sei w € C. Dann hat die Gleichung z" = w eine Lisung ¢ und alle weiteren
Lésungen sind ¢ - CL, ... c- ("t wobei C* eine n-te Einheitswurzel ist.
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3.3.2. Das Lésen von 22+ Bz +~ =0

Nitzlich fiir das Berechnen der Wurzeln eines quadratischen Polynoms ist die quadratische
Erganzung:

2
P+ Br+y=0 < (z—i—%ﬂ) =318 -~

Setzen wir w = z + %B, dann kénnen wir w? = iﬁQ — v 16sen.

Dazu benutzen wir [Lemma 3.4)

3.4. Fundamentalsatz der Algebra

Theorem 3.1 (Fundamentalsatz der Algebra):
Sein € Ny und seien ay,...,a, € C. Die Gleichung

a2 a2 4 g1z +a, =0 (3.1)
hat mindestens eine Léosung in C.
. J
( )
Lemma 3.5:
Sein € Ny, seien ay,...,a, € C und sei
p(z) =2" +a12" a2 i a1z +ay (3.2)

Wenn man eine Lisung zo von (3.1) hat, d. h. p(zy) =0, dann gibt es by,...,b,—1 € C
so dass
p(2) = (2 — 20) (2" + 012" 2 d b2 P o by 02+ byy)

|\ J

g
Korollar 3.1.a:
Sein € Ny, seien ay,...,a, € C und sei p definiert wie in (3.2)). Dann gibt es
21,29, .., 2n € C so dass

p(z) = (2= 21)(z = 22) - (2 = 2n)

3.4.1. Sein und haben

Der [Fundamentalsatz der Algebra) besagt, dass man ein Polynom von Grad n schreiben
kann als Produkt von n linearen Faktoren. Das heifit, die Wurzeln zq, ..., 2z, existieren.
Eine ganz andere Frage ist, ob man diese z; auch explizit berechnen kann. Approximieren
und den Limes nehmen wird sicher funktionieren. Wenn man diese Wurzeln aber durch ein
algebraisches Verfahren berechnen mochte, wie es die pg-Formel® fiir Polynome von Grad
2 macht, dann geht das leider selten. Fiir allgemeine Polynome von Grad 3 kann man
durch die Methode von Cardano?® die Wurzeln finden und fiir allgemeine Polynome von
Grad 4 gibt es die Methode von Ferrari®. Dann hort es auf. Im Allgemeinen hat man fiir
Polynome von Grad 5 und hoher keine algebraische Methode um die Wurzeln zu finden:

L ygl. Bemerkung 3.5
2 ygl. [Bemerkung 3.6
3 vgl. [Bemerkung 3.7
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»Es gibt die Wurzeln, aber man hat sie nicht explizit“. Es gibt sogar einen Satz, der sagt,
dass es keine algebraische Formel geben kann.

( )

Bemerkung 3.5 (quadratische Gleichung):
Wir kennen die Losungsformel fiir die quadratische Gleichung az? + bz + ¢ = 0. Die
Losungen sind

_ —b+ Vb —dac —b — Vb? —4dac

d -
2a e 2a

€

Bemerkung 3.6 (kubische Gleichung):
Seien p, g € C. Die Losungen der Gleichung 23 + 3px + 2¢ = 0 sind

T =uy ul Ty = wuy +wiul a3 = wluy +wul

wobei w = e5" = —% + %\/g und uy = f’/—q + /¢ + p?. Hierbei sind die dritten
Wurzeln so gewahlt, dass u,u_ = —p gilt.

Fiir komplexe Zahlen gibt es mehr als eine dritte Wurzel:

Ist z eine dritte Wurzel von y € C, dann sind auch wz und w?x dritte Wurzeln von
y. Da (—q + V@ + p?)(—q — V@ + p?) = (—p)? gilt, kénnen wir u, und u_ aber so
wahlen, dass die Bedingung u,u_ = —p erfiillt ist.

Sei f(z) € C[z] ein Polynom vom Grad 3, dann kénnen wir ohne Beschrankung der
Allgemeinheit annehmen, dass f(z) normiert ist, also f(z) = 2® + ax® + bx + c¢. Mit
der Transformation z +— = — § kénnen wir die Gleichung f(z) = 0 dann immer in die
Form 23 + 3px + 2¢ = 0 bringen.

Bemerkung 3.7 (quartische Gleichung):
Mit der Transformation « — x— % kénnen wir die Gleichung z* +aa® +baz*+cx+d = 0
in die Form z* + pz? 4+ ¢gx + r = 0 bringen.

Sei «v eine Losung der kubischen Gleichung
8a® —dpa® — Sra+4pr —¢* =0

und sei x eine Losung der quadratischen Gleichung

:E2+oz:j:\/2a—p< q)

“ T 2020 p)

Dann ist 2 auch eine Losung der quartischen Gleichung 2* + pz? + gz + 7 = 0.

3.4.2. Reelle Koeffizienten und komplexe Wurzeln

Lemma 3.6:
Sein € Ny, seien ay,...,a, € R und sei p definiert wie in (3.2). Wenn p(z;) = 0
dann gilt auch p(z7) = 0.

27/215



Komplexe Zahlen

3.5. Ungleichungen und C

( Lemma 3.7:
Sei z,w € C. Dann gilt

1. |Rez| < |z] und |Im z| < |2|
2. |z] <|Rez| + |Im 2]

3. |z 4+ w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung)

3.6. Geometrische Uberlegungen

Lemma 3.8:
Sei K ein Kreis oder eine Gerade in C. Dann gibt es a,b € R,w € C mit |w|* > ab
derart, dass

K={2eC:azz+wz+wz+b=0}

Definition 3.5 (gebrochen lineare Abbildung):

Seien «, 3,7, € C mit ad # . Man nennt f: C\{—%} — C mit
_az+p
J(2) = vz +0

eine gebrochen lineare Abbildung.
Sie werden auch Mébius-Abbildungen genannt.

In der Geometrie und in der Linearen Algebra, ist eine affine Abbildung (auch
affine Transformation genannt, insbesondere bei einer bijektiven Abbildung) eine
Abbildung zwischen zwei affinen Radumen, bei der Kollinearitat, Parallelitat und
Teilverhaltnisse bewahrt bleiben oder gegenstandslos werden. Préaziser formuliert:

1. Die Bilder von Punkten, die auf einer Geraden liegen (d.h. kollinear sind),
liegen wieder auf einer Geraden (Invarianz der Kollinearitét). Dabei kénnen
auch alle - aber dann alle und nicht nur einige - Punkte einer Geraden auf
einen Punkt abgebildet werden.

2. Die Bilder zweier paralleler Geraden sind parallel, wenn keine der beiden
Geraden auf einen Punkt abgebildet wird.

3. Drei verschiedene Punkte, die auf einer Geraden liegen (kollineare Punkte),
werden so abgebildet, dass das Teilverhaltnis ihrer Bildpunkte mit dem der
Urbildpunkte tibereinstimmt - es sei denn, alle drei werden auf denselben
Bildpunkt abgebildet.

Bemerkung 3.8:
Fiir v = 0 ist f eine affine Abbildung.

_ s
f(z)—*Z‘Fg
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Man kann C mit einem Punkt erweitern. Ublicherweise nennt man diesen zusétzlichen
Punkt co. Wenn man R erweitert, nimmt man oo und —oo und kann dann formell
rechnen z. B.

lime *=0und lim e * =
T—r00 r——00

Das jetzige oo soll jedoch ,,Unendlich in alle Richtungen® in C erfassen. Obwohl dies
ein anderes ,,Unendlich“ ist notiert man tiblicherweise dieses letzte Unendlich auch
durch oo. Vielleicht wéare es niitzlich dieses , komplexe Unendlich“ coc zu nennen.
Dann wiére klar, dass

lim e~
Z—00C
nicht existiert.
Bemerkung 3.9:
Wir definieren C := C U {o0}.

Wir betrachten f als |gebrochen lineare Abbildungl fiir v # 0 und erweitern f auf @, wie in
[Bemerkung 3.9 zu f* durch

eztB - fiir #+ —%

yz+9
ff(z) =00 fir z = % (3.3)
% fur z =

Auch die Abbildung f*: C — C nennt man eine gebrochen-lineare Funktion. Auch hier
unter der Bedingung, dass ad # (7.

4 )
Lemma 3.9:

Sei f eine |qeb7"ochen lineare Abbz’ldungl. Wenn E C C ein Kreis oder eine Gerade ist,

dann ist auch f(E) ein Kreis oder eine Gerade in C.
& J

( Lemma 3.10:
Die inverse Abbildung® zu einer gebrochen linearen Abbildung ist auch eine gebrochen
lineare Abbildung.

¢ wgl. |Deﬁnition 8.15| (]Umkehrfunktionl)

- J

Das Parallelogrammgesetz

Fir z,w € C: |2 + w|]? + |z — w|* = 2|2|> + 2|w]?

Die Gleichung gilt auch in héheren Dimensionen:
Fiir 7,y € R": [lz + y[I* + o — ylI* = 2||=[* + 2]ly/®
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3.7. Abbildungen von C nach C

Abbildungen von R nach R lassen sich graphisch in der Ebene darstellen. Fiir Abbildungen
von C nach C brauchte man 2 x 2 reelle Dimensionen fiir eine dhnliche Darstellung.
Trotzdem lassen sich einige einfache Abbildungen graphisch erkléren.

o Eine Verschiebung in C lasst sich beschreiben durch f: C — C mit

f(z) = 24w

o Die Spiegelung an der reellen Achse kann man beschreiben durch f: C — C mit
flz) ==

e Eine Rotation um 0 kann man beschreiben durch f: C — C mit

f(2) = ws
wobei w € C so ist, dass |w| = 1. Der Winkel der Rotation ist argw

o Eine Skalierung zentriert in 0 wird f: C — C mit

f(z) =wz

wobei w € R, . Der Skalierungsfaktor ist genau w.
Wenn man w € C\ {0} nimmt, dann ist f: C — C mit f(z) = wz eine Kombination
einer Rotation mit Winkel arg(w) und einer Skalierung mit Faktor |w|

« Kombinationen von Verschiebungen, Rotationen und Skalierungen heiflen
Gleichformigkeitstransformationen. Die allgemeine Formel einer solchen Abbildung
ist

f(z)=az+ Fmit a, € Cund a #0

Ein solches f bildet eine Gerade auf einer Gerade ab und einen Kreis auf einen Kreis.
Nimmt man auch noch eine Spiegelung dazu, bekommt man eine Abbildung der

Form f(z) =az+ f mit o, € Cund oo # 0

o Die Spiegelung am Einheitskreis wird eine Inversion genannt. Die dazugehorende
Abbildung ist f: C\ {0} — C mit

Manchmal nennt man auch f: C\ {0} — C mit f(z) = I eine Inversion
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4. Folgen und Fundamente

4.1. Cauchy-Folgen und Konvergenz

Eine Folge in R ist eine Abbildung von N nach R und wird meistens dargestellt
durch
{zn}olo

Das heifit, fiir jedes n € N ist z, € R vorgeschrieben. Eine Folge in C ist eine
Abbildung von N nach C.

4.1.1. Monotone Folgen

Definition 4.1 (Teilfolge):
FEine Folge {b,}>°, heifit eine Teilfolge von {a,}°,, wenn es eine streng wachsende
Funktion

(k+—ng): N—=N

gibt, so dass b, = a,, fir alle k € N.

s N\
Lemma 4.1:

Sei {x,}5°, eine wachsende und beschrankte Folge in R. Dann gibt es ein kleinstes
x € R mit x, <z fir allen € N.

& J

.
Bemerkung 4.1:
Wir schreiben in dem Fall, dass z,, T x fiir n — oo oder einfach nur z,, 1 x.

Fiir eine fallende beschrankte Folge {x,,}22, schreiben wir z,, | z, wenn —x, 1 —x.
Also z ist hier die gréfite untere Schranke®.

¢ wgl. |D(\,ﬁnition 4.4| (]Supremum & Inﬁmuml)

| J

4.1.2. Cauchy-Folgen sind konvergente Folgen

Definition 4.2 (Divergenz):
FEine Folge, die nicht konvergent® ist, nennt man divergent.

¢ wgl. |Doﬁnition 2.13| (]Folgen—Konvergenz in RI)
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Theorem 4.1:
Sei {x,}22, eine Folge reeller Zahlen.

e Wenn sie konvergent ist, dann ist sie eine Cauchy-Folge

e Wenn sie eine Cauchy-Folge ist, dann ist sie konvergent

Lemma 4.2:
Jede Cauchy-Folge {x,}22, in R ist beschrankt.

Lemma 4.3:
Jede Folge in R hat eine monotone Teilfolge.

Lemma 4.4:
Sei {xp}nen eine reelle Folge mit x, T x € R. Dann gilt auch lim,, .. x, = .

Bemerkung 4.2:
. B n—oo .
Fir lim,,_,o, x,, = x kann man auch z,, —— x oder kurz x,, — = schreiben.

Lemma 4.5:
Sei {xp }nen eine reelle Cauchy-Folge mit einer nach x konvergenten Teilfolge. Dann
konvergiert {z, }nen nach .

Korollar 4.1.a:
Jede Cauchy-Folge in C ist konvergent in C.
Jede konvergente Folge in C ist Cauchy in C.

Lemma 4.6:
Sei {an }nen eine reelle Folge. {ay, tnen konvergiert genau dann, wenn die Teilfolgen
{a'Zn}nEN7 {a2n+1}nEN und {a3n}n6N konvergz'eren.

Bemerkung 4.3:

a9, und as, 1 deckt alle Folgenglieder von a, ab. Wenn jetzt noch as, konvergiert,
das abwechselnd Folgenglieder von as, und as,,; enthalt, dann miissen diese gegen
den gleichen Grenzwert konvergieren.

Lemma 4.7:
Sei {an tnen eine komplexe Folge. Wenn die Teilfolgen {aon }nen und {asn i1 tnen

konvergieren, dann konvergiert auch {ap, }nen-
\§ J
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4.1.3. Rechenregeln

( Lemma 4.8:

Dann gilt:

1. lim ¢ -a, =c- lim q,
n—oo n—oo

2. lim (a, + b,) = lim a, + lim b,
3. lim (a, - b,) = lim a, - lim b,
n—oo n—0o0o n—oo

a, lim a,

4. lim — = "2>*— wenn lim b, # 0
n—oo b, lim b, n—00
n—o0
5. lim |a,| = lim a,
n—oo — 00

6. lim Re(a,) = Re<nliﬂr£1O an> und  lim Im(a,) = Im( lim an)

n—oo n—o0 n—oo

Seien {a,}5°, und {b,}>>, konvergente Folgen in R (oder C) und ¢ € R (oder C).

Bemerkung 4.4:

an, > M wenn n > Ny,.

Ahnlich kann man nh_}rlolo a, = —oo definieren. Die Rechenregeln aus [Lemma 4.8

im Allgemeinen nicht. Es gilt jedoch:
1. Wenn T}Lrgoan = oo und ¢ > 0, dann JLI{)IOC'% = 00
2. Wenn lim a, = oo und lim b, = oo, dann lim (a, +b,) = 00
n—oo n—oo n—o0
3. Wenn lim a,, = oo und lim b, = ¢ € R, dann lim (a, +b,) = 00
n—00 n—00 n—00

4. Wenn lim a, = oo und lim b, = oo, dann lim 0 (a - by) = 00

5. Wenn nhj& a, = oo und nllr{)lob =c€ Ry, dann ngglo(an bn)

(0. 9]

Man kann auch reelle Folgen wie {n}>°, betrachten. Fiir eine solche Folge méchte
man nh_}rgo a, = oo schreiben. Das heifit dann, der Limes existiert nicht (oder existiert

nur im uneigentlichen Sinne), und es gibt fiir jedes M € N eine Zahl Ny, € N, so dass

gelten

4.1.4. Das Einschlieungslemma

Lemma 4.9 (Einschliefungslemma):

Wenn {a,}72 . {bn )2y und {c,}o, drei reelle Folgen sind, wobei

lim a, = ¢ = hm ¢, und a, <b, <c,
n—0o0

dann gilt lim,, .o b, = .
L Das Lemma ist auch bekannt als Sandwichlemma.

( Lemma 4.10:
Sei k € Ny und sei s € (0,1). Dann gilt lim,,_,o, n*s™ = 0.

&
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4.2. Analytische Fundamente

4.2.1. Maximum, Minimum, Supremum und Infimum
Definition 4.3 (Minimum & Maximum):
Sei A C R.

1. Wenn es a € A gibt mit x < a fiir alle x € A, dann nennt man a das Maximum
von A

2. Wenn es a € A gibt mit x > a fiir alle x € A, dann nennt man a das Minimum
von A

Man definiert fiir a,b € R das Maximum beziehungsweise das Minimum wie folgt

b fallsa <b
a fallsa >0b

a fallsa <b

(4.1)
b fallsa >b

max(a, b) := { und min(a, b) := {

f Bemerkung 4.5:
Fiir endlich viele Terme, d.h. A = {ay,...,a,}, kann man das Maximum (und auch
das Minimum) iterativ definieren. Fiir zwei Terme nimmt man und man setzt
anschlieffend fiir n > 2:

max(ay, ...,a,) = max(max(al, ey Qn1), an>
| J

( Bemerkung 4.6:
Wenn A mehr als endlich viele Elemente hat, gibt es nicht unbedingt ein Maximum
(bzw. Minimum). Das Maximum (bzw. Minimum) einer Menge muss in der Menge

selbst liegen. Allgemeiner sind die Begriffe [Supremum & Infimuml
| J

Definition 4.4 (Supremum & Infimum):
Sei A C R.

1. Das Supremum von A ist definiert durch
sup A = die kleinste obere Schranke fiir A

Wenn A nicht nach oben beschrénkt ist, dann setzt man sup A = oo (also sup A
existiert nicht als eine reelle Zahl und nur, wie man sagt, im uneigentlichen Sinne).
Wenn A = (), dann sup A = —co.

2. Das Infimum von A ist definiert durch

inf A = die gréfite untere Schranke fiir A

34/215



Folgen und Fundamente

Bemerkung 4.7:

Wenn A ein Maximum hat, dann gilt sup A = max A. Wenn A ein Minimum hat, dann
gilt inf A = min A.

Eine beschriankte Menge® hat nicht unbedingt ein Maximum (bzw. Minimum). Die
Vollsténdigkeit? von R impliziert aber, dass jede beschrinkte Menge in R ein Supremum
und ein Infimum hat.

® Eine Menge A C C (oder R) heifit beschrankt, wenn es R € R, gibt, so dass fiir alle a € A gilt

la| < R. vgl.[Abschnitt 2.2]
b wgl. |K0rollar 2.2.a] und [Theorem 2.2|

& J

4.2.2. Limes Superior und Limes Inferior

Definition 4.5 (Limes Superior & Limes Inferior fiir Folgen):
Sei {a,}>, eine reelle Folge.

1. Der Limes Superior von {a, }5°, ist definiert durch

limsupa, = lim | sup a;
n—s00 n n—oo\ sy

2. Der Limes Inferior von {a,}>° , ist definiert durch

lim inf a,, = lim (inf ak>

n—oo n—00 \ k>n

p
Bemerkung 4.8:
Wenn {a, }5°, nicht nach oben beschriankt ist, sagt man

lim sup a,, = o0
n—o0
existiert im uneigentlichen Sinne. Das heif3t, lim sup,,_, . a,, existiert nicht als Zahl.

Analog beim Limes Inferior.
_ J

Lemma 4.11:
Sei {a,}5°, eine beschrinkte reelle Folge. Dann existiert limsup,,_, . a, in R.

Lemma 4.12:
Wenn {a,}52 und {b,}>2, reelle Folgen sind mit limsup,,_, . an, limsup,,_, . b, und
liminf, . b, € R, dann gilt:

1. limsup,, . (a, + b,) < limsup,,_, ., a, + limsup,,_, b,

2. limsup,,_,(a, + b,) > limsup,,_, ., a, + liminf,, - b,
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4.2.3. Haufungswert und Bolzano-Weierstrass

Definition 4.6 (Haufungswert):

Sei {a,}>2, eine Folge. Dann heifit h Haufungswert fiir diese Folge, wenn es eine
Teilfolge {an, }72 gibt mit limy_,o ap, = h.

Achtung: Statt Haufungswert sagt man auch Haufungspunkt.

( )
Theorem 4.2 (Satz von Bolzano-Weierstrass):

Jede beschrinkte Folge in R (in C) hat einen Hdaufungswert in R (in C).

| J

( Bemerkung 4.9:

Also besitzt jede beschrinkte Folge in R (in C) insbesondere auch eine konvergente
Teilfolge in R (in C).

|

.
Lemma 4.13:

Sei{a,}2, eine reelle Folge. Dann ist imsup,,_, . an, wenn er in R ezistiert, der grofite

Hdaufungswert und liminf,,_, . a,, wenn er in R existiert, der kleinste Haufungswert

von {a,}5°,.
& J
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5. Spezielle Funktionen und
Grenzwerte

5.1. Funktionen

Definition 5.1 (Funktion):
Seien A und B zwei Mengen. Eine Abbildung oder Funktion f: A — B ist eine
Vorschrift, die auf eindeutige Weise jedem Element a € A ein Element b € B zuordnet.

Man nennt
e die Menge A den Definitionsbereich
e die Menge B den Wertebereich
e b das Bild von a, wenn fiir (a,b) € A x B gilt f(a) =b
o die Teilmenge f~'(b) :== {a € A: f(a) = b} das Urbild von b
e die Menge f(A) = {b € B: Ja € A} die Wertemenge

e Graph(f) = {(a,f(a)): a € A}, eine Teilmenge von A x B, den Graph der
Funktion

Definition 5.2 (injektive Funktion):

FEine Abbildung f: A — B heifit injektiv (eineindeutig), wenn f(x) = f(y) impliziert,
dass r =y.

Bei einer injektiven Abbildung hat jedes Urbild héchstens ein Element.

Oftmals auch notiert als f: A — B.

Definition 5.3 (surjektive Funktion):

FEine Abbildung f: A — B heilt surjektiv, wenn es fiir jedes b € B ein a € A gibt mit
f(a) =b.

Bei einer surjektiven Abbildung hat jedes Element von B ein nicht-leeres Urbild, also
mindestens ein Element.

Oftmals auch notiert als f: A — B.

Definition 5.4 (bijektive Funktion):

Eine Abbildung f: A — B, die surjektiv und injektiv ist, hei3t bijektiv.
Bei einer bijektiven Abbildung hat also jedes Urbild genau ein Element.
Oftmals auch notiert als f: A <> B.
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5.2. Nochmals Polynome

( Lemma 5.1:
Sei p ein Polynom von Grad n > 1.

1. Dann ist p: C — C surjektiv

2. p: C — C ist injektiv, dann und nur dann, wenn n =1

( A
Lemma 5.2:
Angenommen, 2g, 21, ..., 2, € C sind alle verschieden. Dann gilt folgendes
1. Es gibt genau ein Polynom n-ten Grades mit a, = 1, das z1,22,...,2, als
Nullstellen hat. Wenn zq,...,z, € R, dann hat man aq,...,a, € R.
2. Es gibt genau ein Polynom p n-ten Grades mit p(zo) = 1, das z1, 29, ..., 2z, als
Nullstellen hat. Wenn zg, 21, ..., 2, € R, dann hat man agy,aq, ..., a, € R.
. J

( Folgerung 5.1:

Angenommen, zo, z1, . .., 2, sind n+ 1 unterschiedliche, reelle (oder komplexe) Zahlen.
Fiir die reellen (oder komplexen) Zahlen fo, fi1,..., fn gibt es ein Polynom p mit
hochstens Grad n so, dass p(z;) = f; firi=0,1,...,n.

|\ J

5.3. Rationale Funktionen

Definition 5.5 (rationale Funktion):
FEine rationale Funktion f besteht aus dem Quotient zweier Polynome p und q. Wenn
q die Nullstellen z1, ...,z hat, dann heifit dass:

fZC\{Zl,...,Zk}—)(C

2 f(z) ===

fiir z € C mit q(z) # 0. Wenn z; eine m-fache Nullstelle von q ist, und wenn p(z;) # 0,
dann nennt man z; einen Pol vom Grad m fiir f.

( )
Satz 5.1:
Seien p und q Polynome mit q(z) = (z — z1)" (2 — 22)™ -+ (z — z)™ und 21, ..., 2
alle verschieden und nq,...,n, € No. Dann ldsst sich die [rationale Funktion| f in

[Definition 5.5 schreiben als

_ C1,1 C1,2 . Cl,n
)= o eyt T T e
c2.1 c2,2 . C2,n
T Tt T T e
+ P + P +...+...
Cp, Ck, Ck,n
_I_ (Z_I;kl)nk + (Z—Z:)ik—l + tee + (z_zZ)
+7(2)

wobet ¢;; € C und r ein Polynom ist mit Grad(r) = Grad(p) — Grad(q), wenn
Grad(p) > Grad(q). Wenn Grad(p) < Grad(q) hat man r = 0.
(.
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Bemerkung 5.1:

Man nennt diesen Vorgang die Zerlegung in Partialbriiche. Aus dieser neuen Darstel-
lung folgt, dass es zum Versténdnis einer rationalen Funktion reicht, das Verhalten
von einzelnen Polen zu studieren. Der Grund fiir diesen Aufwand soll, wenn nicht jetzt,
spatestens bei der Integration deutlich werden.

Lemma 5.3:
Seien p und q Polynome mit Grad(p) < Grad(q) — 1 so dass p und q keine gemeinsame
Nullstelle haben. Sei z; eine m-fache Nullstelle von q

q(2) = (z = 21)" 4(2)

dann gibt es ein Polynom p mit Grad(p) < Grad(q) — 2 und ein c € C so, dass

p(z) _ _ pz) p(z) 4 ¢
9(z)  (z=2)"q(z) (-2 z) ()

5.4. Potenzen und Wurzeln

Potenzen mit ganzen Zahlen sind definiert durch
en€ly:2t=z-z-...-zfirzeC
—_—————

n-mal
en=0:2=1firzeC
e n€Z_:z" =L fir € C\ {0}

Die ersten Erweiterungen sind die Wurzelfunktionen:
o Wenn n € N gerade ist, dann ist (y — y"): R>o — R>( bijektiv. Dann gibt es
genau eine Losung y € R>o von = y" fiir alle z € R
o Wenn n € N ungerade ist, dann ist (y — y"): R — R bijektiv. Dann gibt es
genau eine Losung y € R von x = " fir alle x € R

Die Bijektivitat folgt aus der Tatsache, dass die Funktionen monoton wachsend, also
injektiv, und surjektiv sind.

Definition 5.6 (Wurzelfunktion):
1. Sein € N gerade. Dann wird {/-: Rsq — Rs( definiert durch

Vo =y, wenny" =x und y >0

2. Sei n € N ungerade. Dann wird /- : R — R definiert durch

Vr=vy, wenny" =z
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5.4.1. Potenzen mit rationalen Koeffizienten

Definition 5.7 (rationale Potenzen):
Sei ™ € Q. Die Funktion (m — x%) : Ry — R, wird definiert durch

zn =z
( )
Lemma 5.4 (Potenzgesetze):
Seien x,y € R, und p,q € Q. Dann gilt:
1. aPt1 = gz
2. aPl = (zP)?
3 (ay) = vy

5.5. Einige Standardfolgen und deren Grenzwerte

( Lemma 5.5:
1. JLIEO%:O.}%TQE@JF

2. lim /x =1 firxeR,

n—oo

3. lim ¢Yn=1

n—oo

4. lim n™2" =0 firm e N und z € C mit |z| <1

n—oo

Definition 5.8 (Abrundungsfunktion):
Die Abrundungs-, Entier- oder Ganzzahl-funktion:

|-]:R—=R
|| — sup{n € Z: n < z} (die groBte Zahl n € 7, so dass n < x)

Sie wird auch als untere GauBklammer bezeichnet und manchmal als | - | geschrieben.
Definition 5.9 (Aufrundungsfunktion):
Die Aufrundungsfunktion oder obere GauBklammer:

[-]:R—>R
[x] — inf{n € Z: n > x} (die kleinste Zahl n € Z, so dass n > x)
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&

Bemerkung 5.2:
Fiir die [Abrundungsfunktion| (Definition 5.8|) wird oft die Funktion floor(z) = |z]
(engl. floor ,Boden*) verwendet.

Analog wird fiir die [Aufrundungsfunktion| (Definition 5.9)) ceil(x) = [z] (engl. ceiling
»Decke*) verwendet.

Es gilt stets [z] + [~z = 0. Deshalb erhélt man die [Aufrundungsfunktion| aus der
[Abrundungsfunktion| per
[2] = =[]

Oder einfacher: [z] = [z] + 1.

5.6. Wie man ohne Taschenrechner +/5 berechnen

kann

Algorithmus 5.1 m-te Wurzel aus w

Eingabe: m € N\ {0,1},w € R}
1: ag=w—+1
2: for n € N do

3: Any1 = (1 — i)(ln +

m m—1
m a,

4: end for

Lemma 5.6:
Seim € N\ {0,1},w € R, und die Folge {a,}2, definiert wie in|Algorithmus 5. 1|
Dann gilt lim,, o a, = w.
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6. Reihen

6.1. Folgen aus Folgen
Wenn {a, }2, eine reelle oder komplexe Folge ist, kann man daraus eine neue Folge
{sn}52, konstruieren durch
Sp=ap+a+ -+ a,
oder netter geschrieben
Sp — Z Q.
k=0

Die Folge {>")_, ax }22, nennt man eine Reihe, die Zahlen a,, die Glieder dieser Reihe
und s,, die Partialsummen.

Bemerkung 6.1:

Oft benutzt man fir {d>}_, axr}2, auch kurzerhand >3, ax. Weil man aber auch
lim,, 00 >oj_ ax abkiirzt durch -2, ax, muss oft aus dem Kontext deutlich werden,
was genau gemeint ist.

Definition 6.1 (harmonische Reihe):
Die harmonische Reihe ist definiert als

5.

{ Bemerkung 6.2: J

Die lharmonische Reihe|ist nicht konvergent.

Definition 6.2 (geometrische Reihe):
Die geometrische Reihe fiir z € C ist definiert als

n 00
=)
k=0 n=0
Bemerkung 6.3:

Die [geometrische Reihe| konvergiert genau dann, wenn |z| < 1 ist.
Fiir den Grenzwert gilt dann:

o0

k ag
S a0k = -
k=0 -z
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Lemma 6.1:

1. Wenn lim > a existiert, dann gilt lim a, =0

2. nh_)rglo a, = 0 ist nicht ausreichend fir die Konvergenz der Reihe {3 p_qar}o,

6.2. Konvergenz fiir Reihen mit positiven Gliedern

( Lemma 6.2: )

o 1
Sei g € Q.. Die Rethe Y - konvergiert genau dann, wenn q > 1.
n=1MN

.
Bemerkung 6.4:
Anders gesagt: Die Folge {EZ:1 k—lq} . konvergiert genau dann, wenn ¢ > 1.

n=

Oder nochmals anders gesagt: ILm b1 kiq existiert genau dann, wenn ¢ > 1. Dies
n—oo

gilt sogar fiir ¢ € R aus (1, 00).
.

Definition 6.3 (Riemann-{-Funktion):

Die Funktion
> 1
<qr—> an>: (I,00) = R

n=1
heifit Riemann-Zeta-Funktion. Sie wird oft mit ( notiert.
Sie ist hier definiert auf dem Intervall (1,00). Spater® werden wir sehen, dass diese
Funktion sich sogar verniinftig auf C \ {1} definieren lésst.

@ wgl. [Abschnitt 42.2] (Die Riemannsche (-Funktionl)

( )
Lemma 6.3 (Majorantenkriterium):

Seien {a,}5°, und {b,}>°, reelle Folgen mit 0 < a,, < b,, fiir alle n € N.

k > k [e's)
1. Wenn die Reihe { > bn} konvergiert, dann konvergiert die Reihe { > an}

n=0 k=0 n=0 k=0
k *° k *°
2. Wenn die Reihe > a, divergiert, dann divergiert die Reihe 3 b,
n=0 k=0 n=0 k=0
. J

6.3. Konvergenz fiir Reihen mit beliebigen Gliedern

Definition 6.4 (Umordnung):
Die Folge {b,}22, heiBit eine Umordnung von {a,}°,, wenn es eine bijektive
Abbildung o: N — N gibt, so dass b, = ag(n)-
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'd )
Lemma 6.4:

Sei {a,}5°, eine reelle Folge mit
1. a, >0 und
2. nh_}rglo b ar = { existiert.

Dann gilt auch fir jede o, dass 7}1_{{)10 > ko Ao(k) = L.

. J

Definition 6.5 (unbedingt konvergent):
Sei {a, }>2, eine komplexe Folge. Die Reihe {ZZZO ak} . heift unbedingt

konvergent, wenn fiir jede|Umordnung| o die Reihe {Z’,j:o a(,(k)} . konvergiert.

.
Bemerkung 6.5:
Wenn eine Reihe konvergent, aber nicht unbedingt konvergent ist, heifit sie bedingt

konvergent.
\ J
( )
Satz 6.1:
Sei {a,}22, eine Folge reeller Zahlen und setze a, = af — a;, durch
n a, wenn a, >0 B 0 wenn a, > 0
a, = und a, =
0 wenna, <0 la,| wenn a, <0

1. Die Reihe {ZZZO ak} . ist unbedingt konvergent genau dann, wenn
{ZZZO a;}neN und {Zzzo a,:}neN beide konvergieren
2. Wenn die Reihe {ZZZO ak} . unbedingt konvergent ist, dann gilt fir jede

R n 1) n
Umordnung, dass T}grgo > k=0 Qo(k) = nlg%o Y h—o Ok
_ J

( Korollar 6.1.a:
Sei {an}o°, eine Folge komplexer Zahlen. Wenn {Z};‘:O ak} . unbedingt konvergent

ist, dann gilt fir jede Umordnung o, dass

n n
lim a = lim a
n=00 kz—%) o(k) = 5o ];) k

Definition 6.6 (absolut konvergent):
Sei {a,}>, eine komplexe Folge. {z’,gzo ak} . heifit absolut konvergent, wenn

{Zzzo|ak|} o konvergent ist.
n

[ Satz 6.2:
Sei {a,}5°, eine Folge komplexer Zahlen.

n n
{Z ak} ist unbedingt konvergent <& {Z ak} ist absolut konvergent
k=0 neN k=0 neN
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Korollar 6.2.a:
Sei {a,}5°, eine Folge komplexer Zahlen.

Wenn {Zzzo|ak|}n€N konvergent ist, ist auch {ZZ:O ak}neN konvergent.

Klassifizierung von Reihen
1. konvergent

1.1. unbedingt konvergent = absolut konvergent

1.2. bedingt konvergent = konvergent, jedoch nicht absolut
2. divergent

6.4. Zwei Konvergenzkriterien

-
Lemma 6.5 (Quotientenkriterium):

Sei {a,}22, eine kompleze Folge so dass lim _|C’LZ:|1|

o Wennr <1, dann ist > a, absolut konvergent

n=0

o Wennr >1, dann ist > a, divergent

n=0
_

=r € R existiert.

Lemma 6.6 (Wurzelkriterium):

Sei {a,}5°, eine komplexe Folge. Setze limsup {/|a,| = r € [0, 00].
n—oo

o0
o Wennr <1, dann ist > a, absolut konvergent
n=0

o0
o Wennr >1, dann ist > a, divergent
n=0

e Wenn § a,, bedingt konvergent ist, dann gilt r =1
n=0
&

f Bemerkung 6.6:
Wenn lim § |a,| existiert, dann gilt lig:sogp Yan| = lim {/ |an]|.

.

Der Limes Superior einer nicht negativen Folge ,existiert immer in [0, oo].

f Bemerkung 6.7:
Sei {an }nen C R. Dann gilt

[e.e] o0 a
Z a® konvergiert = Z konvergiert

n
n=1 nln

Sei a,, > 0 monoton fallend. Dann gilt

o o0
Z a, konvergiert <= Z 2"ag, konvergiert
n=1 n=0
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( )
Lemma 6.7:

Sei {a, tnen eine komplexe Folge. Dann gilt

<E|d < 1: limsup 1] < d) = (Elc < 1: limsup /|a,| < c)

n—00 |(ln| n—00
\ J

-
Bemerkung 6.8:
Wenn eine komplexe Folge nach [Quotientenkriterium| absolut konvergiert, dann

konvergiert sie auch nach [Wurzelkriterium| absolut.
_ J

6.5. Konvergenz bei alternierenden Gliedern

alternierende Folge

Man nennt eine reelle Folge {a,}>°, alternierend, wenn a,, - a,1 < 0 fir alle n € N,
d. h. das Vorzeichen des Produkts zweier aufeinanderfolgender Terme ist negativ.

Lemma 6.8 (Kriterium von Leibniz):
Sei {a,}5°, eine reelle Folge mit folgenden Eigenschaften:

1. a, >0 firmeN
2. apyq < ap firn €N

3. lim a, =0
n—oo

Dann gilt § (—1)"a, ist konvergent.
n=0

. J
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6.6. Rezeptur

[e.°]
Wie geht man auf eine strukturierte Art die Frage an, ob eine Reihe ) a, konvergiert?
n=0

Die folgende Anleitung kann dabei helfen.

1. Frage: Geht a, — 07

Nein = Reihe divergent
Ja = fahre fort mit 2

2. Frage: Ist die Reihe absolut konvergent?
Dazu >7° j|a,| mit einer bekannten Reihe vergleichen:
2.1. Polynomialer Typ: >.>° ) = % und dhnlich. Benutze das
Majorantenkriterium mit -5 und ¢ > 0.

ap] > -5 und ¢ <1 = 377 ola,| divergent
lan| < -5 und ¢ >1 = 37 ola,| und auch 377, a, konvergent
Wenn a,, kein festes Vorzeichen hat und Y°0° |a,| divergiert,
fahre fort mit 3.
2.2. Potenztyp: > o2, r™ und ahnlich. Berechne r durch (Quotienten- oder)
Wurzelkriterium.

limsup {/|a,| =r>1 = >°,a, divergent

n—oo
limsup {/|a,| =r =1 = Fahre fort mit 3
liflnﬁsogp Ulan| =7 <1 =32, a, konvergent

Bemerkung: » > 1 sollte nicht auftreten, denn dann gilt nicht a,, — 0.
2.3. Anderer Typ: Fahre fort mit 3.
3. Frage: Sind die Glieder alternierend und Leibniz trifft zu?

Ja = Reihe konvergent
Nein = fahre fort mit 4

4. Eigene Kreativitit gefragt.

6.7. Summen und Produkte von Reihen

Lemma 6.9:
Seien {an}o, und {b,}2, zwei (komplexe) Folgen und sei A, B € C. Wenn

lim > ap = A und lim Y b, = B dann gilt

n

JLIEOZ(ak+bk) =A+B

k=0
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( Lemma 6.10:

Seien {a,}5°, und {b,}°, zwei (komplexe) Folgen. Wenn § ay und >
k=0

b, absolut
k=0
konvergent sind, dann gilt

n k n n
lim Z(Z ambkm> = (lim Z ak> (hm Z bk>
n— o0 0 \rm—0 n— o0 =0 n—oo =0

6.8. Potenzreihen

Definition 6.7 (Potenzreihe):
Sei {a,}>°, eine (komplexe) Folge und z € C. Dann nennt man

e}
Z aka
k=0

eine Potenzreihe in z.

Bemerkung 6.9:
Eigentlich versteht man unter einer Potenzreihe

[e.o]

> ag(z — 20)F

k=0

und nennt zy das Zentrum oder den Entwicklungspunkt der Potenzreihe.
Durch Verschiebung lasst sich aber jede Potenzreihe in den Ursprung legen, weshalb
wir der Einfachheit halber ohne Einschrinkung zo = 0 verwenden.

Bemerkung 6.10:
Naiv konnte man sagen, dass so eine Potenzreihe ein Polynom von Grad oo wére. Das
ist aber nicht tiblich. Den Namen ,,Polynom““ reservieren wir fiir Funktionen der Form

N
p(z) = apz" wobei N € N

k=0
@ wgl. [Definition 3.3] (Polynom))
& J
( )
Lemma 6.11: -
Sei {a,}>, eine (komplexe) Folge und sei Y aypz* eine Potenzreihe in z. Dann gibt

k=0
es R, € [0,00], so dass:

oo
1. wenn |z| < Ry, dann ist Y apz® absolut konvergent
k=0

[e.e]
2. wenn |z| > Ry, dann ist 3 apz" divergent
k=0
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Konvergenzradius
l, = limsup \/|a,|
n—oo

Dieser Limes ¢, existiert in [0, 0o]. Das heifit, entweder ¢, € [0, 00) ist eine reelle Zahl,
oder das Symbol co. Es gilt

Man setze

0, wenn {, = o0
R, =101 wenn {, € Ry

oo, wenn f, =0

Dieses R, heifit der Konvergenzradius zu };° apz®.

Bemerkung 6.11:

Die obige Berechnung nennt man auch die Formel von Cauchy-Hadamard.

Anstatt des [Wurzelkriteriump kann man aber auch das [Quotientenkriterium) fiir die
Berechnung des Konvergenzradius benutzen. Dies ist in vielen Fallen einfacher z. B.
bei Potenzreihen mit nicht-verschwindenden Koeffizienten.

Es gilt ¢, = lim ‘omt!

n—o0 |an|

und R, = ¢;! wie oben.

6.8.1. Exponentialreihe

Definition 6.8 (Exponentialreihe):
Die Exponentialreihe exp: C — C ist gegeben durch

> 1
e exp(z) =) —z"
= n!

f Logmma 6.12:

> %z” hat den Konvergenzradius R = oo.
n=0 "
. J

( Bemerkung 6.12:

Jede Potenzreihe ist im Inneren ihres Konvergenzradius stetig.
& J

f Bemerkung 6.13:
Mit [Lemma 6.12] und [Bemerkung 6.12] folgt, dass die Exponentialfunktion auf ganz C
stetig ist.

\ J

Lemma 6.13 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion):
Fiir alle w, z € C gilt:

exp(z + w) = exp(z) - exp(w)

49/1215



Reihen

f Bemerkung 6.14:

Die Exponentialfunktion besitzt in C keine Nullstellen.
Es gilt also exp(z) # 0 Vz € C.

_

f Lemma 6.14:
Fir alle z € C gilt

» oxp(z) = exp(z)

—_

BNy

- J

f Bemerkung 6.15:

5 1
Mit [Bemerkung 6.3| gilt, falls |z| < 1 ist > 2™ = 1 geometrische Reihel).
n=0 — X
Fir alle z € (—o0,1) gilt 1 + 2 < exp(z) < T
—x
_ J

[ Satz 6.3 (Die reelle Exponentialfunktion expg(x)):

0 <expgp(z) <1l firz<0

o Es gilt .
1 < expg(z) <oo firxz>0

e expy st streng monoton wachsend

e x
e Fiira € R gilt lim m:oo
T—00 xre

e FirmeN git lim expg(z) - 2™ =0

. J
( 3
Satz 6.4:
Es gilt:
. a\"
nh_)n&)(l + ﬁ) =exp(a) VaeR
\ J

6.8.2. Binomialreihe

.
Definition 6.9 (Binomialreihe):
Die Binomialreihe fiir s € C in z € C setzt man

bin(s,2) = 3 <S>z"

n=0
& J

[ Lemma 6.15: -
Fir s e C\N hat (Z) 2" den Konvergenzradius R = 1.
n=0

. J
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Lemma 6.16:
Fir alle t,s € C und z € C mit |z] < 1 gilt:

bin(t, z) bin(s, z) = bin(s + ¢, 2)

Lemma 6.17:
Seit,s € C und n € N. Dann gilt

"t S t+s
5065 ()
Bemerkung 6.16:

Eine besondere und oft niitzliche Binomialreihe ergibt sich mit s = —% und z = —uz.
In diesem Fall lauten die Koeffizienten des Polynoms

11.31.3-51-3-5-7
'272:472-4-6’2-4-6-8’

71671287

5 35

1 =1

co| w

1
72?

Wieso all dieses Getue um die Binomialreihe?

e Wenn n > s € N, hat man (Z) = 0 und man bekommt

bin(s,2) = 3 <S>z” _y (Z) 2= (14 2)*

n=0 n n=0

k

« Fir s € Q4, sagen wir s = -* mit k,m € N, bekommt man

(bin(s, z))m = bin(ms, z) = bin(k, 2) = (1 4 2)*
Weil fir x € (—1,1) gilt, dass bin(s, z) € R, hat man fiir ungerade m
bin(s,z) = (1 + z)° (6.1)

Fiir gerade m findet man bin(s, z) = £(1+ 2)®. Weil aber bin(s,0) = 1 gilt, erwartet
man auch das . Wir werden im néchsten Kapitel zeigen, dass z +— bin(s, z)
stetig ist auf B;(0) = {z € C: |z| < 1}. Aus Stetigkeit und bin(s,0) = 1 folgt
auch fiir m gerade.

o Fiir s € Q_, benutzt man bin(s,z) bin(—s,x) = bin(0,z) = 1 und damit folgt aus
(6.1)) fir s € Q4 die Giiltigkeit der Formel auch fiir s € Q_

o Die Formel in (6.1) kann man benutzen, um z° zu definieren fir x € R, und s € C.
Némlich
fir z € (0,2): 2° = bin(s,z — 1),
1

fir z € [2,4): 2° = bin(2s,22 — 1),
fiir # € [4,8): 2° = bin(3s, 23 — 1) usw.

Also allgemein fiir n € N mit n > 2:

re 272" et = bin(ns,x% —1)
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7.1. Grenzwerte bei Funktionen

7.1.1. Der einfachste Fall

Definition 7.1 (Limes fiir Funktionen):
Sei die Funktion f: R\ {zo} — R gegeben. Dann sagt man ,( ist der Limes von f fiir

x gegen xy“, notiert als
lim f(z)=1/¢

Tr—xT0

wennVe > 030 > 0: 0< |z —xo| <d=|f(x)—{| <e

7.1.2. Einseitiger Limes

Definition 7.2 (rechts- & linksseitiger Limes):

1. Wenn die Funktion f: I C R — R definiert ist auf (xo,zo + $) mit s > 0, dann
sagt man ( ist der Limes von f fiir x von rechts (oder von oben) gegen x,
und man schreibt

lim f(z) =4

xlxo

wennVe > 030 >0: 0 <z —29<d=|f(z)—{| <¢

2. Wenn die Funktion f: I C R — R definiert ist auf (zo — s, x¢) mit s > 0, dann
sagt man { ist der Limes von f fiir x von links (oder von unten) gegen xq, und
man schreibt

lim f(z) =4

ztxo

wenn Ve > 030 >0: —d<z—20<0=|f(x)—{|<e

Bemerkung 7.1:
Manchmal schreibt man auch

lim f(z)=¢ oder lim f(x)=+¢ fir lim f(zx)="~¢

T TN\T0 xlxo
also den Limes von rechts/oben bzw.

lim f(x)=4¢ oder zh/rg flz)=1¢ fir lim f(z)=1¢

T—=xy ztzo

also den Limes von links/unten.
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r-Umgebung

e Seir € R, und a € R. Die Menge (a —r,a+ r) heiBt -Umgebung von a in R
Allgemein (auch fiir hohere Dimensionen): B,.(a) :={z € R: |z —a| <1}

e Sei r € Ry und a € R. Die Menge (a — r,a) U (a,a + r) heifit punktierte
r-Umgebung von a in R
Allgemein (auch fiir hohere Dimensionen): B.(a)* :={x €e R: 0 < |z —a| <7}

Auch in C werden (punktierte) Umgebungen® benutzt. Statt Intervallen, wie in R,
benutzt man kreisformige Umgebungen:
e Sei v € Ry und a € C. Die Menge B,(a) := {z € C: |x — a| < r} heifit
r-Umgebung von a in C
e Seir € Ry und a € C. Die Menge B,(a)* :=={z € C: 0 < |x — a|] < r} heifit
punktierte 7-Umgebung von a in C

“ wgl. [Abschnitt 12.1|[Topologische Begriffe| (Definitionen und

Bemerkung 7.2:

Sei f: ACR — R (oder A C C — C) eine Funktion. Wenn B,.(zo)* N A nicht-leer
ist fiir alle r > 0, dann sagt man ../ ist der Limes von f fiir x gegen xy innerhalb A“,
notiert als

i 70 =¢
z€A
wenn Ve > 030 >0V € A: 0 < |z —xo| <6 = |f(x) — (] <¢
. J

7.1.3. Wenn der Limes nicht existiert

s )
Lemma 7.1:

Sei f: R\{a} — R eine Funktion und ¢ € R. Die folgenden Aussagen sind gleichwertig:

1. Der Limes lim f(z) existiert und lim flx)=1¢

2. Fir alle Folgen {a,}22, mit a,, # a und nhanolo a, = a gilt 7111&& fla,) =1¢

(& J

s )
Lemma 7.2:

Sei f: R\ {zo} — R eine Funktion. Der Limes lim f(x) existiert nicht genau dann,
Tx0
wenn es

1. eine Folge {a,}>2, C R\ {xo} gibt mit a, — xo und |f(a,)| — oo fiir n — oo,
oder es

2. zwei Folgen {a,}22, C R\ {xo} und {b,}32, C R\ {xo} gibt, mit a, — x¢ und
b, — o fiirn — 00, so dass

flan) = Ly und f(b,) — by # £, fiir n — oo
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7.2. Stetigkeit

Definition 7.3 (stetig in einem Punkt):
Die Funktion f: R — R (oder C — C) ist stetig in a € R, wenn

lim f(z) = ¢ existiert und { = f(a)

r—a

.
Bemerkung 7.3:
Benutzt man die Definition vom Grenzwert, dann sieht man, dass stetig in a heift:

Ve>03>0Vx eR: |z —a| <d=|f(x)— fla)| <€

Weil da fir © = a eine Trivialitat steht: |f(a) — f(a)| < &, kann man bei Stetigkeit die
Bedingung 0 < |z — a| weglassen.
|

Definition 7.4 (stetige Funktion):

Die Funktion f: ACR — R (oder A C C — C) heifit stetig, wenn sie stetig ist in
jedem a € A.

Achtung: Zur besseren Unterscheidung bezeichnet man diese gewéhnliche Stetigkeit
auch als punktweise Stetigkeit.

Definition 7.5 (rechtsseitig & linksseitig stetig):
Die Funktion f: A C R — R (oder A C C — C) heifit rechtsseitig stetig oder
rechtsstetig in a € R, wenn

liin f(z) = ¢ existiert und ¢ = f(a)

Die Funktion f heifit linksseitig stetig oder linksstetig in a € R, wenn

lim f(z) = ¢ existiert und ¢ = f(a)

zta

Bemerkung 7.4:
Ist f linksseitig stetig und rechtsseitig stetig in a, so ist f auch stetig in a.
Genauso ist f linksstetig und rechtsstetig in a, wenn f stetig in a ist.

7.2.1. Folgenstetig

Definition 7.6 (folgenstetig in einem Punkt):
Die Funktion f: ACR — R (oder A C C — C) heift folgenstetig in einem Punkt a,
wenn fiir jede Folge {a,}>° , mit a,, — a fiir n — oo gilt f(a,) — f(a) fir n — occ.

( Lemma 7.3:
Sei f: R — R eine Funktion. Die folgenden Aussagen sind gleichwertig:

1. f ist stetig in a
2. f ist folgenstetig in a
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7.2.2. Stetigkeit in C

Alle Lemmata in diesem Kapitel sind auch gultig fur Funktionen f: A C C — C.

7.3. Regeln bei Grenzwerten und Stetigkeit

Lemma 7.4:
Seien f,g: R\ {a} — R zwei Funktionen mit lim f(x)={; und lim g(z) =4, und sei
c € R. Dann gilt:

1. lime- f(z) = ¢ lim f(x)

Tr—a

2. lim (f(x) + g(x)) = lim f(z) + lim g(x)

3. lim(f(@) - g()) = lim £ (@) - i g(a)

fl@) lim f(x)

Tr—a

4. und wenn £y, # 0, dann };11)2 o(z) ~ Tim g(2)

r—a
. J

B
Folgerung 7.1:
Seien f,g: R — R stetige Funktionen und sei ¢ € R. Dann sind auch cf, f + g und

fg stetig.
|

f Folgerung 7.2:
Jedes Polynom ist stetig auf R (und auch auf C).
|

.
Folgerung 7.3:

Jede rationale Funktion ist stetig in allen a € R (allen a € C), wo der Nenner ungleich
null ist.

|

.
Lemma 7.5:
Seien f,g: R — R zwei stetige Funktionen. Dann gilt:

tim 7 (g() = £(1im () = £(s(a)

Das heifit, auch fog: R — R ist stetig.
|
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7.4. Uneigentliche Konvergenz und Asymptoten

7.4.1. Horizontale Asymptoten

Definition 7.7 (horizontale Asymptote):
Sei die Funktion f: R — R gegeben. Dann sagt man ¢ ist der Limes von f fiir x nach

oo, notiert als
lim f(z)="¢

T—00

wenn Ve > 03IM e R: x> M = |f(z) — (] <e.
(Alternativ: Ve > 03IN € N: x > N = |f(z) —{| <e mit N =||M]|+1)
Man sagt: f hat eine horizontale Asymptote fiir x — oc.

Analog: lim, , o, f(z) =¢ wenn Ve >03IM e R: 2 < M = |f(z) — | < e.

7.4.2. Vertikale Asymptoten

Definition 7.8 (vertikale Asymptote):
Sei die Funktion f: R — R gegeben. Dann sagt man oo ist der uneigentliche Limes
von f fiir x nach a, notiert als

lim f(z) = o

wenn VN e N3§>0: 0< |z —a| <= f(z) > N.
Man sagt —oo ist der uneigentliche Limes von f fiir x nach a, notiert als
lim f(z) = —o0

wenn VN € N30 >0: 0< |z —a| <d= f(x) < —N.
In beiden Féllen sagt man, dass f eine vertikale Asymptote hat fiir x — a.

7.4.3. Schiefe Asymptoten

Definition 7.9 (schiefe Asymptote):
Sei die Funktion f: R — R gegeben. Man sagt, dass f eine schiefe Asymptote ax + b

hat fiir x — oo, wenn
lim |f(z) — (ax + )| =0

T—00

7.5. Erweiterungen von Limes und Stetigkeit

Definition 7.10 (Limes Superior fiir Funktionen):
Sei die Funktion f: R — R gegeben. Dann sagt man { ist der Limes Superior von f
fiir x nach a, notiert als

limsup f(z) =/

T—ra

wenn lim  sup f(x) = /.
&0 0<|z—al<e
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Definition 7.11 (Limes Inferior fiir Funktionen):
Sei die Funktion f: R — R gegeben. Dann sagt man ( ist der Limes Inferior von f

fiir x nach a, notiert als
lim inf f(z) = ¢
wenn lim  inf  f(x) ={.

el0 0<|z—al<e

Definition 7.12 (ober- & unterhalb stetig):
Sei die Funktion f: R — R gegeben. Dann heifit f oberhalb stetig in a, wenn

limsup f(z) = f(a)

r—a

Die Funktion f heifit unterhalb stetig in a, wenn

lim inf f(z) = f(a)

7.6. Folgen der Stetigkeit

Vs

Theorem 7.1 (Nullstellensatz):
Sei f: [a,b] = R eine stetige Funktion mit

fla) <0< f(b)

Dann gibt es x € (a,b) mit f(xz) = 0.
Es gibt sogar eine erste Nullstelle x; € (a,b) und eine letzte Nullstelle x5 € (a,b). Das
heifit: a < 1 < x9 < b und

flz) <0 firzx e a,x)

flx) =0 firz =z, mitie{1,2}
flz) >0 firxze (xq,]

Korollar 7.1.a (Zwischenwertsatz):
Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt es fir jedes y zwischen f(a) und

f(b) ein x € (a,b) mit f(z) =y.

Theorem 7.2 (Satz von Weierstraf}):
Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt es T, Tmaes € [a, b] mit

f(@min) < (@) < f(Tmaa) fiir alle x € [a, 0]

Anders gesagt: auf einem beschrankten und abgeschlossenen Intervall nimmt eine
stetige Funktion f ihr Minimum und Mazximum an.

(&

Korollar 7.2.a:
Wenn f: |a,b] — R eine stetige Funktion ist, dann gibt es ¢,d € R mit

le,d) = {f(2): @ € [a,b]}.
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Lemma 7.6:

Sei f: R — R eine Funktion mit der Eigenschaft f(x +vy) = f(x) + f(y) fir alle
x,y € R. Dann gilt f ist stetig auf ganz R, falls [ stetig in 0.

|

[ Lemma 7.7:
Sei f: [a,b] — [a,b] stetig und monoton. Sei xq € [a,b] und x,+1 = f(x,).

e f(z0) < xo = m, ist monoton fallend
o f(xg) > xg = x, ist monoton wachsend
e x, konvergiert gegen ein £ € [a, b]

« (&) =¢

Lemma 7.8:
Seien a,b € R mit a < b. FEine stetige Funktion f: [a,b] — R ist injektiv genau dann,

wenn sie streng monoton 1St.
& J

Lemma 7.9:
Sei f: [a,b] — [c,d] stetig und surjektiv. Dann ist f monoton.
-
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8.1. Ableitung einer Funktion

Definition 8.1 (differenzierbar):
Sei I ein offenes Intervall in R. Die Funktion f: I — R heifit differenzierbar in a € I,

o i £@) = (@

T—a T — Q

existiert in R

Man schreibt f'(a) = lim,_,, %ﬂ“) und nennt f’(a) die Ableitung von f in a.

a

Definition 8.2 (rechts- & linksdifferenzierbar):
Sei a € R und I ein Intervall in R mit [a,a+¢) C [ fiir irgendein € > 0. Die Funktion
f: I — R heilit rechtsdifferenzierbar in a € I, wenn

(@) ot L) =S 0)

zla r—a

existiert in R

Sei a € R und I ein Intervall in R mit (a — €, a] C I fiir irgendein € > 0. Die Funktion
f: I — R heiBit linksdifferenzierbar in a € I, wenn

(@) ot T3 = 1)

zta xr—a

existiert in R

Theorem 8.1:
Sei f: (a,b) = R eine differenzierbare Funktion und ¢ € (a,b).

f(z) > f(e) firxze (c,c+9)
fx) < fle) firze (c—90,c)

flz) < f(e) firxze (c,c+9)

f(x) > f(c) firze(c—6c)
3. Wenn f ein (lokales) Extremum® hat in ¢, dann gilt f'(c) =0

@ wgl. [Definition 12,18 (Minimum und Maximuml)

1. Wenn f'(c) > 0, dann gibt es § > 0, so dass {

2. Wenn f'(c) <0, dann gibt es § > 0, so dass {

Bemerkung 8.1:
Die Aussage 3. von [Theorem 8.1]ist auch bekannt als das Kriterium von Fermat fir
ein Extremum.
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8.2. Hohere Ableitungen

Definition 8.3 (n-mal differenzierbar):

Sein € N\ {0,1} und setze f") = f'. Nehme an, dass fiir f: B,(a) — R in B,(a)
die ersten n — 1 Ableitungen f1, ..., f™=Y in B,.(a) existieren. Dann sagt man f ist
n-mal differenzierbar in a, wenn die n-te Ableitung

F™(a) = lim fo () = fV(a)

r—a T — Q

eR

existiert.

( Lemma 8.1:
Sei I ein offenes Intervall und f, g seien n-mal differenzierbar auf I. Dann gilt fir die
n-te Ableitung in I:

LSS (Z)f“f)g("-’f)

k=0

8.3. Differenzierbarkeit liefert Stetigkeit

Lemma 8.2:
Sei f: (¢,d) = R eine Funktion und sei a € (c,d). Wenn f differenzierbar ist in a,
dann ist f stetig in a.

Definition 8.4 (Lipschitz-stetig):
Sei I ein Intervall in R. Eine Funktion f: I — R heifit Lipschitz-stetig in a € I, wenn
es L € R, und eine Umgebung (a — 0,a + §) gibt derart, dass

|f(z) = fla)| < Llx —a] VYzeln(a—~4da+0)
L heifit eine Lipschitz-Konstante beziiglich f in a.
Definition 8.5 (Lipschitz-Bedingung):

Die Funktion f erfiillt die Lipschitz-Bedingung auf dem Intervall I mit Lipschitz-
Konstante L € R, wenn

\f(x) = fw)| < Lz —y| Ve,yel

Lemma 8.3:
Sei I ein Intervall in R. Wenn f differenzierbar ist in a € I, dann ist f Lipschitz-stetig
m a.
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Bemerkung 8.2:
Eine Verallgemeinerung der Lipschitz-Stetigkeit ist die Holder-Stetigkeit.
Sei U C R offen und 0 < o < 1. Eine Abbildung f: U — R heifit Holder-stetig zum
Exponenten a genau dann, wenn eine positive reelle Zahl C' existiert, so dass fiir alle
z,y € U gilt:

[f(x) = fy)| < Cle—y[*

Fir a = 1 ergibt sich die Lipschitz-Stetigkeit. Fiir o = 0 ist f beschrinkt.

8.4. Ableitungsregeln

Fiir Konstanten gilt: f(x)=c = f'(z)=0
Fiir Vielfache gilt: flx)=c-g(z) = fl(z)=c-¢(x)
Fiir Potenzfunktionen gilt:  f(z) = 2" = f'(x) = nz" !
( )

Lemma 8.4:
Seien f,g: R — R differenzierbare Funktionen und a € R, so gilt:

1. (f+9)(a) = f'(a) + ¢ (a) (Summenregel)
2 (f-9V(a) = 1'(a) - g(a) + f(a) - () (Produktregel)

3. wenn g(a) # 0, dann (ﬁ)/(a) = f'a) -g(a;2za§(a) 9'(a) (Quotientenregel)

4. (fog)(a) = f'(g(a)) - g'(a) (Kettenregel)

8.5. Potenzreihen ableiten

[ Theorem 8.2:
Sei f(x) = >0y aa™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R € (0, 00]. Dann ist
f(z): Br(0) = R differenzierbar (und auch Br(0) — C komplex differenzierbar) und

f(x) = i na,z"* fiir x € Br(0)

n=1

Lemma 8.5:
Die folgenden Potenzreihen haben den gleichen Konvergenzradius:

oo o0 oo [ee]
Z apx”, Z\an\x", Z a,nx" und Z a,nx”*
n=0 n=0 n=1 n=1

Lemma 8.6:
Firz,y e Cundn e N mitn > 2 gilt

l.n_yn
r—y

n(n —1)

Lty — al max(|a, )"

o TLCL’n_l

<
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Korollar 8.2.a:
Innerhalb des Konvergenzradius ist eine Potenzreihe beliebig oft differenzierbar.
Auperdem gilt fiir die n-te Ableitung von f(x) = S5, axx®, dass f™(0) = nla,.

8.6. Spezielle Potenzreihen

8.6.1. Exponentialfunktion

Vergleiche auch mit [Abschnitt 6.8.1}]

Wir definieren e = exp(1) und e* = exp(z) fiir z € C.
Dann gilt:

e*T = exp(z +w) = exp(z) exp(w) = e*e” fiir w,z € C

e = exp(nz) = (exp(z)) =(e*)"firneNund z € C
8.6.2. Trigonometrische Funktionen

Definition 8.6 (Trigonometrische Funktionen):
Sei z € C. Dann setzt man:

e Sinus sin: C — C mit sin(z) = _226
. . elZ + e—'lZ
e Cosinus cos: C — C mit cos(z) = —
Tangens tan: {z € C: cos(z) # 0} — C mit tan(z) = sin(z)
& ' . ~ cos(2)
e Cotangens cot: {z € C: sin(z) # 0} — C mit cot(z) = C.OSE?
sin(z

i
Bemerkung 8.3:
Analog zum Cotangens als Kehrwert der Tangensfunktion cot(z) =
zwei weitere trigonometrische Funktionen:

_ 1

an(?) gibt es noch

« Sekans mit sec(z) =

cos(z)
1

sin(z)
| J

» Cosekans mit csc(z) =

Weil die Potenzreihe der Exponentialfunktion Konvergenradius oo hat, kann man auch Sinus
und Cosinus als Potenzreihe fiir alle z € C schreiben. Es gelten die Reihendarstellungen:

n ,2n

sin(z) = i (=Dt und cos(z) = i (Z1)"

a0 (2n+1)! = (2n)!
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f Bemerkung 8.4:

.

Die Sinus- und Cosinusfunktion sind auf ganz C stetig.

( Satz 8.1:

Der Cosinus hat genau eine Nullstelle & im Intervall [0, 2].

Definition 8.7 (Die Zahl =):
Die positive reelle Zahl 2&, wobei & € [0, 2] und cos(§) = 0, heiBt Pi (Symbol: m := 2¢€).

Wichtige Sinus-, Cosinus- und Tangens-Werte

x sin(x) cos(z) | tan(z)
0°=0 || 3vV/0=0|iVa=1| 0
o=z | W WA | &
w=z] W3 | 1| 1
60°=7% || 3V3 3V1 V3
90° =2 || IvV4=1|3V0=0| ooc

Reeller Sinus und Cosinus

— sin(X)r

— cos(x
X (X)R

63/]215



Differentialrechnung

Reeller Tangens und Cotangens

— tan(x)r
. . | . x cot(x)r
S AN A L N
_ob
—4}
6_
Reeller Secans und Cosecans
i
2,
— sec(X)r
. . . . . . . .\ x — CSC(X)r
—ot
4,
( 1)
Definition 8.8 (gerade & ungerade Funktion):
1. Eine Funktion f: 1Dy — R heiit gerade, wenn
1.1. aus z € Dy = —z € Dy
1.2. fiir alle z € Dy gilt f(2) = f(—%)
2. Eine Funktion f: Dy — R heilt ungerade, wenn
21 ausz €Dy = —z € Dy
2.2. fiir alle z € Dy gilt f(z) = —f(—=2)
(. J
( )
Definition 8.9 (Periode):
Die Funktion f: Dy — R heiit periodisch mit Periode w € R, wenn
1. ausx € Dy = v +w e Dy
2. f(r4+w) = f(x) fir alle x € Dy
(. J
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e Seien T} < T, zwei Perioden von f. Dann ist T; — T auch eine Periode von f

« Jede nichtkonstante, stetige, periodische Funktion f hat eine kleinste (positive)
Periode

( Satz 8.2:
Besitzt f die Periode w, so besitzt f auch die Perioden tkw fir k € N.
_

( Bemerkung 8.5: )
Die Funktion sin(z) hat als Perioden 27,47, ... und als kleinste Periode 27.
( )

Bemerkung 8.6:
Die komplexe Exponentialfunktion exp besitzt die Periode w = 2.

Die komplexe Exponentialfunktion exp ist also periodisch, wahrend die reelle
Exponentialfunktion expg streng monoton wachsend ist.

8.6.3. Hyperbolische Funktionen

Definition 8.10 (Hyperbolische Funktionen):
Sei z € C. Dann setzt man:

e Sinus hyperbolicus sinh: C — C mit sinh(z) = %
. . . e te”
 Cosinus hyperbolicus cosh: C — C mit cosh(z) = —5
. _ sinh(z)
e Tangens hyperbolicus tanh: C — C mit tanh(z) =
cosh(z)
cosh(z)
« Cotangens hyperbolicus coth: C\ {0} — C mit coth(z) =
sinh(z)
f Bemerkung 8.7: |
1
» Sekans hyperbolicus mit sech(z) = cosh(2)
1
» Cosekans hyperbolicus mit csch(z) = —
sinh(z)
Es gilt die Reihendarstellung:
o] 2n+1 o] Z2n
h(z d h(z) =
sin nz_:o 1] un cosh(z) ;::0 o)
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Reeller Sinus-hyperbolicus und Cosinus-hyperbolicus

—l — sinh(x)r

— cosh(x)r

X
w

|

|

I

&2
Al:

I
[SHE]

! L
EE]
ENE
NS
IN s

15

-6+
Reeller Tangens-hyperbolicus und Cotangens-hyperbolicus
y

6F

— tanh(x)r

— coth(X)r

X

|
Bl

T

=]

-6+

Reeller Secans-hyperbolicus und Cosecans-hyperbolicus

— sech(x)r

x — Csch(x)r
3
2

o
al:'
o
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Additionstheoreme

sin(z £ y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y)
cos(x + y) = cos(x) cos(y) F sin(x) sin(y)
tan(z) + tan(y)

1 — tan(z) tan(y)
cot(x) cot(y) — 1
cot(x) + cot(y)

sinh(z &+ y) = sinh(x) cosh(y) =+ cosh(z
cosh(x £ y) = cosh(x) cosh(y) £ sinh(x

tan(z +y) =

cot(z +y) =

) sinh(y)

) sinh(y)
~ tanh(z) + tanh(y)

tanh(z +y) = 1 + tanh(x) tanh(y)

1 + coth(z) coth(y)
coth(z) + coth(y)

cos?(x) + sin?(z) = 1

cosh?(x) — sinh?(z) = 1

coth(z +y) =

Vn € N: (cos(a:) +1- sin(x))n = cos(nx) + ¢ - sin(nz)

Wichtige Aussagen

sin(z + §) = cos(z)

sin(x — §) = — cos(x)

sin(x) = —sin(—z) (ungerade Funktion)

cos(z) = cos(—x) (gerade Funktion)

sinh(z) = —usin(22)
cosh(z) = cos(1z)

= exp(z) = cosh(z) + sinh(z)

sinh(z) = —sinh(—z) (ungerade Funktion)
cosh(z) = cosh(—z) (gerade Funktion)
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Wichtige Zusammenhéange

sin(z)] <1 und |cos(z)| <1

sin(a) + cos(be) = 2sin(§ — § + ain(§ + § + )

sin(az) — cos(bzr) = —2 Sm(_@ _ 5 + D gin(—at 4 b 4
Uy

(
—sin(az) + cos(bx) = 2sin(—% — % + %) sin(—

sin( %(cos(at — bt) — cos(at + bt))

cos(at) - cos(bt) = %( os(at — bt) + cos(at + bt))
( %(sin(at — bt) + sin(at + bt))
(a - acos(2bt))

(bt) = 3
acos?(bt) = 3 (a +a COS(th))

8.7. Mittelwertsatz und Folgen

Theorem 8.3 (Satz von Rolle):

Sei a,b € R mit a < b und f: [a,b] — R eine Funktion. Nehmen wir an, dass f stetig
ist, dass fiap): (a,b) = R differenzierbar ist und f(a) = f(b). Dann gibt es c € (a,b)
mit f'(c) =

& J

Theorem 8.4 (Mittelwertsatz):
Sei a,b € R mit a <b und f: [a,b] = R eine Funktion. Nehmen wir an, dass f stetig
ist und dass fiap): (a,b) = R differenzierbar ist. Dann gibt es c € (a,b) mit

f(b) — f(a)
b—a

f'(e) =

( Korollar 8.2.a:
Sei f: (a,b) — R eine differenzierbare Funktion.

1. Wenn f'(z) > 0 fir alle x € (a,b), dann ist f monoton wachsend auf (a,b)

2. Wenn f'(x) > 0 fir alle x € (a,b), dann ist f streng monoton wachsend auf
(a,b)

3. Wenn f'(x) <0 fir alle z € (a,b), dann ist f monoton fallend auf (a,b)

4. Wenn f'(z) <0 fir alle x € (a,b), dann ist f streng monoton fallend auf (a,b)

|\ J

( )

Korollar 8.2.b:
Sei f: (a,b) — R eine differenzierbare Funktion und ¢ € (a,b).

1. Wenn f'(z) > 0 fir alle x € (a,c) und f'(x) <0 fir alle x € (¢,b), dann hat f

ein lokales Maximum in ¢

2. Wenn f'(x) <0 fir alle x € (a,c) und f'(x) >0 fir alle x € (¢,b), dann hat f
ein lokales Minimum in c
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r

&

Lemma 8.7:
Sei f: (a,b) = R eine zweimal differenzierbare Funktion und xo € (a,b).

1. Wenn f'(z9) =0 und f"(x9) > 0, dann hat f ein (lokales) Minimum in x
2. Wenn f'(x¢) =0 und f"(x¢) <0, dann hat f ein (lokales) Mazximum in x

r

(&

Folgerung 8.1 (Zwischenwertsatz fiir die Ableitung):
Sei f: R = R differenzierbar und a < b. Dann gibt es zu jedem ~ zwischen f'(a) und
f(b) eine Stelle ¢ € [a,b] mit f'(c) = .

r

\

Satz 8.1 (Die Regel von L’Héspital, einfache Fassung):
Es seien f,g: (a,b) — R differenzierbar und f(c) = g(¢) = 0. Fir ein ¢ € (a,b) mit
g'(c) # 0 gilt

f@) o)

e g(z)  g'(c)

r

.

Satz 8.2 (Die Regel von L’Hospital):

FEs seien f,g: (a,b) — R differenzierbar und es sei g'(x) # 0 fir alle x € (a,b), wobei
—o0 < a < b<oo. Angenommen liin ;,,Eg =/(eR.

Wenn liin f(z) = liin g(x) =0 oder liin g(x) = £o0, so ist

limM l

wla g(z)
f@)

Analog fiir lxig)l ok

¢ pgl. [Korollar 8.6.¢

Definition 8.11 (konvex):
Eine Funktion f: (a,b) — R heiit konvex, wenn fiir alle x,y € (a,b) und 0 € [0, 1] gilt

F(z + (1= 0)y) < 0f(x) + (1 —0)f(y)

Eine Funktion heiflt streng konvex oder strikt konvex, wenn die Ungleichung im
strengen Sinn (< statt <) und fiir x # y mit 6 € (0, 1) gilt.

Definition 8.12 (konkav):
Eine Funktion f: (a,b) — R heifit konkav, wenn fiir alle x,y € (a,b) und 6 € [0, 1]
gilt

F(0z+ (1= 0)y) > 0f(2) + (1 0)f(y)
Eine Funktion heifit streng konkav oder strikt konkav, wenn die Ungleichung im
strengen Sinn (> statt >) und fiir x # y mit 6 € (0, 1) gilt.
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Definition 8.13 (Epigraph):
Die Menge aller Punkte einer reellwertigen Funktion f: X — R, die auf oder iiber
ihrem Graphen liegen, bezeichnet man mit Epigraph:

epif::{(:r,u)EXx]R:f(x)gu}QXXR

Definition 8.14 (Hypograph):
Sei X C R™. Der Hypograph der Funktion f: X — R ist definiert durch

hypo f:= {(z,1) € X xR: p < f(2)} € X xR

Lemma 8.8:
Sei f: (a,b) — R eine zweimal differenzierbare Funktion und f"(x) > 0 fir alle
x € (a,b). Dann ist f konvex.

Lemma 8.9:
Sei I C R ein Intervall und f: I — R differenzierbar. f ist konver genau dann, wenn

fy) > f(x) + f(x)(y — ) fir alle x,y € 1

Satz 8.3 (Jensen’sche Ungleichung):
Sei I C R ein Intervall, f: I — R konver und A\y,.... A\ ERL. mit Ay +---+ X\, = 1.
Dann gilt fir alle xq, ... ,x, € 1

fqzr+ -+ Azy) < Mf(xn) + -+ A f(xn)

Lemma 8.10 (Ungleichung vom arithmetischen & geometrischen Mittel):
Fir x,y > 0 gilt, dass /Ty < %3¢
Fiir x1,...,2, > 0 gilt, dass /xy .. - 2, < BFEFn

8.8. Die Umkehrfunktion

Definition 8.15 (Umkehrfunktion):
Sei I C R und f: I — R eine Funktion. Dann heift f™: f(I) — R eine
Umkehrfunktion zu f, wenn

f™o f(x) = fiirallex € I

Hier setzt man f(I) = {yE]R: drel mity:f(:r)}.
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Theorem 8.5:
Sei I C R ein Intervall und sei f: I — R eine Funktion.

1. Wenn f stetig und streng monoton ist, dann ist J = {f(x): x € I} ein Intervall
und es gibt eine Umkehrfunktion f: J — I. Diese Umkehrfunktion f™ ist
stetig und streng monoton.

2. Wenn auflerdem f differenzierbar ist in & € I° und f'(%) # 0, dann ist f™
differenzierbar in y = f(&) und es gilt

, 1

fZ’rL’U !/ g — _

(Y0 = 45

|\ J

( Lemma 8.11:
Sei f: Ry — Ry stetig und bijektiv.

o [ st streng monoton steigend genau dann, wenn f streng monoton steigend
18t

e Flir jedes f existiert ein x € RT, so dass f™(x) # ﬁ

(. J

( Lemma 8.12:
Sei I C R ein Intervall und f: I — R stetig.

o [ st konvex in I <= Vx,yel: f(5Y) < —f(‘”)‘;f(y)

e [ ist konvex und streng monoton wachsend = (—f™): f(I) = R ist konvex

8.8.1. Der Logarithmus

Definition 8.16 (natiirlicher Logarithmus):
Der natiirliche Logarithmus wird definiert als

In: R, — R mit In(z) = exp™ ()

Reelle Exponential- und Logarithmus-Funktion
y
6.

— exp(x)r

In(x)r
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f Bemerkung 8.8:
Der Konvergenzradius der Logarithmusfunktion ist R = 1.
Es gilt die Reihendarstellung;:

_1n+1
(-,
n

In(1+x) = i

n=1
\ y,

Lemma 8.13 (Funktionalgleichung der Logarithmusfunktion):
Fiir a,b € R, gilt In(ab) = In(a) + In(b).

& J

Fir a € R; und z € R gilt a* = exp(z1na).

Dann gilt:

Bemerkung 8.9:
Firz>1giltl—2<lhz<z-—1
(vgl. mit [Bemerkung 6.15/ und [Satz 6.3))

8.8.2. Die zyklometrischen Funktionen oder Arcusfunktionen

Definition 8.17 (Arcusfunktionen):

e Arcuscosinus arccos: [—1,1] — R mit arccos(z) = (COSHOm])mV(Z-)
» Arcustangens arctan: R — R mit arctan(z) = (tan|(_g’g))mv(x)

e Arcuscotangens arccot: R — R mit arccot(x) = (C OtI(O,w))mv(x)

Bemerkung 8.10:
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Reeller Arcus-Sinus und Arcus-Cosinus

y
\ i
\\,
3|
4
— arcsin(X)r
—— arccos(X)r
X
-1.0 -0.5
_nl
4
=
zl
Reeller Arcus-Tangens und Arcus-Cotangens
y
nk
3|
4
2
— arctan(x)g
| — arccot(X)r
4
! X
-6 -4 -2 2 4 6
_ol
4
_nl
2
Reeller Arcus-Secans und Arcus—-Cosecans
y
vy
3|
4
it
2
— arcsec(X)r
f» — arccsc(x)r
. . . . . oy
2 4 6
_nl
4
Il
2
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8.8.3. Die Areafunktionen

Definition 8.18 (Areafunktionen):

e Areasinus hyperbolicus arsinh: R — R mit arsinh(z) = ln< 24 )
e Areacosinus hyperbolicus arcosh: [1,00) — R mit arcosh(zx ( +Vz )
« Areatangens hyperbolicus artanh: (—1,1) — R mit artanh(z) = 11 (%)

o Areacotangens hyperbolicus arcoth: R\ [~1,1] — R mit arcoth(z) = %ln(i—ﬂ)

Bemerkung 8.11:

« Areasekans hyperbolicus mit arsech(z) = 111(”@77)

« Areacosekans hyperbolicus mit arcsch(z) = ln(HW)

Reeller Area-Sinus-hyperbolicus und Area-Cosinus-hyperbolicus
y

|

B “|§
\

~ 13

— arsinh(x)g
) arcosh(x)r
-6 -4 -2 2 4 6
g (4
4
iy (4
2
_3n
4
=77
Reeller Area-Tangens-hyperbolicus und Area-Cotangens-hyperbolicus
y
T
3n
4
s
2
pis
4
, — artanh(x)r
/
/ . arcoth(x)g
/ 2 4 6
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Reeller Area-Secans-hyperbolicus und Area-Cosecans-hyperbolicus
y
s

NS

B

N

INF

— arsech(x)r
é 4 6 x — arcsch(x)r
1
Ableitungen
f(x) f'(@) () /()
sin(ax) a cos(ax) cos(ax) —asin(ax)
arcsin(x) 11_9:2 arccos(x) — 11_m2
sinh(z) cosh(z) cosh(z) sinh(z)
arsinh(x) \/11+7 arcosh(z) xé —
tan(zx) 1 + tan?(z) = COS%(E) cot(x) —1 — cot?(x) = —Sm%(m)
arctan(zx) = arccot () —
tanh(z) |1 — tanh®(z) = ng(x) coth(z) | 1 — coth®(z) = —m
artanh(z) | Vz € (=1,1): 3 arcoth(z) | Vz € R\ [-1,1]:
Stammfunktionen
f(x) F(x) /() F(x)
sin(ax) — Lsgw) cos(ax) Lngm)
arcsin(x) zarcsin(z) + V1 — 22 arccos(x) | warccos(z) — /1 — x?
sinh(x) cosh(x) cosh(x) sinh(x)
arsinh(x) zarsinh(z) — V22 +1 arcosh(z) | xarsinh(z) — Va2 +1
tan(z) — In(|cos(z)]) cot(x) In(|sin(z)|)
arctan(z) | zarctan(z) — In(1 4 2?) || arccot(x) | zarccot(z) + 3 In(1 + 2?)
tanh(x) In(cosh(z)) coth(z) In(|sinh(x)|)
artanh(z) | zartanh(z) + 3 In(1 — 2?) || arcoth(z) | zarcoth(z) + 5 In(2? — 1)
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8.9. Taylorpolynome

8.9.1. Aussagen und Heuristik

( )

Theorem 8.6 (Satz von Taylor):
Sei I ein Intervall, a € I° und n € N,. Nehme an, die Funktion f: I — R ist n-mal
differenzierbar in 19, und setze

n (k) a
poe) = > D - a (8.)

k=0 k
Dann gilt
T—a (x — a)n

Korollar 8.6.a:
Sei I ein Intervall und a € I°. Nehme an, die Funktionen f,g: I — R sind n-mal
differenzierbar in I° und

f®a) = g™ (a) =0 fir k=0,1,2,...,n—1

Falls g™ (a) # 0, gilt®
(n)
iy 1) _ 10
wag(z)  g"(a)
¢ wgl. Sétze und (]Die Regel von L’Héspital[)

Theorem 8.7 (Satz von Taylor mit dem Restglied von Lagrange):

Sei I ein Intervall, a € I° und n € N,. Nehme an, die Funktion f: I — R ist
(n + 1)-mal differenzierbar in I° und sei p, wie in . Dann gibt es 0,, zwischen x
und a, so dass

F0(0,)

(n+1)! ™

f(x) = pn(z) + (r—a

8.9.2. Beweis des Taylorschen Satzes

( Lemma 8.14:
Sein € Ny und f: [a,b] — R stetig und f differenzierbar auf (a,b). Dann gibt es fiir
jedes x € (a,b) ein &, € (a,z) mit
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8.10. Taylorreihen

( Lemma 8.15:
Sei I ein offenes Interval in R, a € I und f: I — R unendlich oft differenzierbar.
Wenn es ¢, M € R, gibt, so dass

‘f(”)(x)‘ < cM" fir allex € I undn € N

dann gilt
lim p,(x) = f(x) firxzel

n—o0
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9. Integralrechnung

9.1. Motivation

Wir wollen nun den Flacheninhalt unter einer positiven Funktion definieren und
listen erst mal einige Eigenschaften auf, die wir haben mdchten.

1. Wenn f eine konstante Funktion ist, wollen wir den Flacheninhalt wie beim
Rechteck haben. Fur f(z) = h > 0 wire das A = h(b — a).

Fir allgemeine Funktionen méchte man die folgenden Eigenschaften:

2. Nehmen wir an, wir haben
{z;}, C(a,b) mit a=xg <21 <xa <+ < Ty < Tpy1 =D

Wenn A; der Flacheninhalt von {(x, y) ER*: 7y <z <z und 0 <y < f(:v)}

ist und A der von {(a:,y) ER?: 7 <2<z,und 0<y < f(x)}, dann wollen
wir, dass
A:A1+.+An71

3. Auch wollen wir, dass wenn f(x),g(z) > 0 und z € [a, b] gilt, fur die
dazugehorenden Flacheninhalte gilt

Af+g = Af + Ag
Fiir eine positive Funktion A soll A;, der Flacheninhalt sein von
{(x,y) eER*: z;<zr<z,und 0 <y < h(x)}

Insbesondere sollten der Fléacheninhalt des Gebietes zwischen f und f + g und
der Flacheninhalt zwischen der z-Achse und g gleich sein.
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9.2. Riemann-Integrale

9.2.1. Definition fiir Treppenfunktionen

Definition 9.1 (Treppenfunktion):
Die Funktion f: [a,b] — R heifit eine Treppenfunktion, wenn es {x;}!! C R gibt
mit

=21 < Ty < -+ <Tp <Tpy1 =b

und {h;}*; C R, so dass
f(z) = h; fiir x € (x;,x,41) undi € {1,2,...,n}

f(z) =0 firz < x;
f(z) =0 fir x > x4

Bemerkung 9.1:

Man bemerke, dass f nicht festgelegt wird fiir x € {x;}7'. Wichtig ist aber, dass diese
Menge nur endlich viele Stellen enthalt. Die Menge {x;}!]' heifit eine Zerlegung von
[a, b].

Definition 9.2 (Riemann-Integral fiir Treppenfunktionen):
Sei f eine|lreppenfunktion. Dann setzen wir

/ f(z)dz = zn:l(:riﬂ — x;)h;

s

&

Bemerkung 9.2:
Wir haben vorhin von Flacheninhalten geredet und positive Funktionen betrachtet. In
Definition 9.2/ sind auch negative Werte h; erlaubt und dann ist ,Flacheninhalt® nicht
langer zutreffend.

r

\

Satz 9.1:
Wenn f,g: [a,b] — R beides Treppenfunktionen sind und A\, € R, dann ist auch
A+ pg: [a,b] = R eine Treppenfunktion und

b

/ab(Af(x) + ug(:r)) dz = /\/abf(x) de + M/a o) dz

r

Satz 9.2:
Wenn f,g: [a,b] — R beides Treppenfunktionen sind und f(z) < g(z) auf [a,b], dann

gilt b b
/a f(z)de < / 9(z) da
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9.2.2. Definition fiir allgemeinere Funktionen

Definition 9.3 (Unter- & Obersumme):
Die f: [a,b] — R eine Funktion.

e Dann heift m € R eine Untersumme beziiglich f auf [a,b], wenn es eine
Treppenfunktion tyyen: [a,b] — R gibt, mit

b
tunten() < f(x) fiir x € [a,b] und / tunten() dx =m

e Dann heift M € R eine Obersumme beziiglich f auf [a,b], wenn es eine
Treppenfunktion tope,: [a,b] — R gibt, mit

b
f(z) < topen() fiir x € [a,b] und / toben(x)dx = M

Lemma 9.1:
Sei f: [a,b] = R eine Funktion und sei m und M respektive eine Unter- und eine
Obersumme beziglich f auf [a,b]. Dann gilt m < M.

Definition 9.4 (Riemann-Integral):
Sei f: [a,b] — R eine Funktion und seien m und M respektive eine Unter- und eine
Obersumme beziiglich f auf |a, b].

e Man definiert das obere Integral von f auf |a,b] durch

—b
/ f(z)dz = inf{M € R: M ist eine Obersumme beziiglich f auf |a, b]}

e Man definiert das untere Integral von f auf |a,b] durch

b
/ f(z)dz = sup{m € R: m ist eine Untersumme beziiglich f auf [a, b]}

e Falls oberes Integral und unteres Integral existieren in R und

/if(x) dz :/Zf(qr) dz

dann heiit f Riemann-integrierbar auf [a,b|. Dann definiert man das Integral
von f auf [a,b] durch

/abf(x) dz —/if(x) dz —/Zf(x) dz

80/1215



Integralrechnung

f Bemerkung 9.3:
Weil fiir jede Untersumme m und Obersumme M beztglich f auf [a,b] gilt m < M,

folgt .
/Zf(m) dz < /af(x) dz

. J

( Bemerkung 9.4:
Eine Funktion f: [a,b] — C heifit Riemann-integrierbar, falls Re f: [a,b] — R und
Im f: [a,b] — R Riemann-integrierbar sind. Man setzt

[ﬂ@mzl%wmmmﬂfmﬁww

| J

( )
Theorem 9.1 (Summen- und Faktorregel):
Sei a,b € R mit a < b und nehmen wir an f,g: [a,b] — R.

1. Angenommen [ und g sind integrierbar auf [a,b]. Dann ist \f + pg integrierbar
auf [a,b] fir alle A\, € R und

/ab(/\f(x) +M9(x)> dz = )\/abf(x) dz +M/abg(x) da

2. Seic € (a,b). Es gilt: f auf |a,b] ist integrierbar, dann und nur dann, wenn f
auf la, c] und f auf [c,b] integrierbar ist. Auferdem gilt

AH@M:L%@@+[R@M

3. Wenn f und g integrierbar sind auf [a,b] und f(z) < g(x) gilt fir x € [a,b],

dann gilt auch
b b
[ o< [ g

9.3. Integrierbare Funktionen

f Satz 9.3:
Sei a,b € R mit a <b und sei f: [a,b] — R eine Funktion.

e Es existiert eine Obersumme in R beziglich f auf [a,b], dann und nur dann,
wenn f nach oben beschrankt ist auf [a,b].

e Es existiert eine Untersumme in R beziglich f auf [a,b], dann und nur dann,
wenn f nach unten beschrinkt ist auf |a, b].
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( Bemerkung 9.5:

Bemerke, dass f: [a,b] — R bedeutet, dass fir jedes x € [a,b] gilt f(z) € R. Also
konnen +oo nicht als Bild auftreten. Das heifit selbstverstandlich nicht, dass f auf
[a, b] beschrankt sein muss. Wenn wir aber f Riemann-integrierbar haben mochten,
\ dann sagt [Satz 9.3 dass Beschranktheit notwendig ist.

f Satz 9.4:
Sei a,b € R mit a < b und sei f: [a,b] — R eine Funktion. Die Funktion f ist
Riemann-integrierbar auf [a,b], dann und nur dann, wenn es fir jedes € > 0 eine
Obersumme M € R und eine Untersumme m € R beziglich f auf [a,b] gibt mit
L M—-—m<e.

f Theorem 9.2:
Sei f: [a,b] — R eine monotone Funktion. Dann ist f auf [a,b] integrierbar.
_

stiickweise monoton

Die Funktion f heifit stiickweise monoton auf [a, b], wenn es eine Zerlegung
a=1x9<T; < < Tpy = b gibt derart, dass fiz, 2, firi € {0,...,n} monoton
ist.

.
Korollar 9.2.a:
Sei f: [a,b] — R eine stickweise monotone Funktion. Dann ist f auf [a,b] integrierbar.
.

f Lemma 9.2:
Seia <bund f: R — R eine streng wachsende stetige Funktion mit f([a, b]) = ¢, d].
Dann gilt

e Wenn M eine Obersumme fir f auf [a,b] ist, dann ist (bd — ca) — M eine
Untersumme fiir f™ auf [c, d]

e Wenn m eine Untersumme fir f auf [a,b] ist, dann ist (bd — ca) — m eine
Obersumme fiir ™ auf [c, d|

o Weil f und auch f™ streng wachsende monotone Funktionen sind, sind beide
Funktionen auf dem jeweiligen Intervall Riemann-integrierbar und es gilt

b d
/f(x)dx+/ f™(x)dx = bd — ca
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9.4. Stetigkeit auf [a, b] liefert Integrierbarkeit

Definition 9.5 (gleichmiflig stetig):
Eine Funktion f: I C R — R heiit gleichmaBig stetig auf I, wenn es fiir jedes € > 0
ein 6 > 0 gibt derart, dass fiir alle x,y € I gilt:

[z —yl <6 =|f(x) - fly)l <e

Also®: Ve > 036 >0Vr,y e l: |z —y| <d=|f(x)— fly)] <e

e wgl. |Deﬁnition 7.4| (]stetige Funktion[) und |Bemerkung 7‘3|

Bemerkung 9.6:

Bei gewohnlicher Stetigkeit ist es erlaubt, dass ¢ nicht nur von e, sondern auch von
x abhingt. Bei gleichméfiger Stetigkeit muss fiir jedes € > 0 ein § > 0 existieren,
welches zu allen x passt.

Bemerkung 9.7:
Ist eine Funktion f Lipschitz-stetig® auf D, dann ist f auch (gleichméaBig) stetig auf
D

Genauer: Lipschitz-stetig = gleichméfig stetig = stetig

@ wgl. [Definition 8.4| (Lipschitz-stetig))

_

Theorem 9.3 (Satz von Heine):
Sei a,b € R mit a < b und f: [a,b] = R eine stetige Funktion. Dann ist f auch
gleichmapSig stetig auf [a,b].

Vs

_

Theorem 9.4:
FEine stetige Funktion f: [a,b] — R ist Riemann-integrierbar auf |a, b].

9.5. Eigenschaften von Integralen

Ganz formell kann man das Integral betrachten als eine Abbildung Z: Rla,b] — R.
Mit R|a,b] sind die Riemann-integrierbaren Funktionen auf [a, b] gemeint, und Z ist
jetzt

b
I(f) = / f(z) dz fiir alle f € Rla,b]

Eine Abbildung, die auf Funktionen definiert ist, wird meistens ,,Operator* genannt.
Der Operator Z heifit linear, wenn

IZNf + png) = MNZ(f) + nZ(g) fur alle f,g € Rla,b] und A\, p € R (oder C)  (9.1)
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.
Bemerkung 9.8:
Wenn man A € R in (9.1) durch eine Funktion ersetzt, bekommt man fast immer
Unsinn. Denn fiir fast alle Funktionen mit a # b hat man

[ a5 [ o

(links ist « nur Notationshilfe und rechts auch noch Variable?) und

[ s [s@ar [ gwas
f Satz 9.5:

Wenn f,g: [a,b] — R integrierbar sind auf [a,b], dann ist auch f - g integrierbar auf
[a, b].
-

( Satz 9.6:
Wenn f: [a,b] — R integrierbar ist auf [a,b], dann ist auch |f| integrierbar auf [a, b].
&

Theorem 9.5 (Mittelwertsatz fiir Integrale):
Wenn f: [a,b] — R stetig ist auf [a,b], dann gibt es £ € [a,b] mit

/ f(x)dz = (b— a) £(€)

|\ J

Wenn f: [a,b] — R integrierbar ist auf [a b] dann ist f auch integrierbar auf [a, x] fiir
jedes z € [a,b]. Also ist die Funktion F': [a,b] — R mit

/ £(s 9.2)

Wohldefiniert auf X bedeutet, dass der Limes fiir alle Werte auf X konvergiert.

wohldefiniert.

Theorem 9.6:
Wenn f: [a,b] — R Riemann-integrierbar ist auf |a,b|, dann ist F: [a,b] — R in (9.2)
stetig und sogar Lipschitz-stetig.

9.6. Der Hauptsatz der Integralrechnung

Theorem 9.7 (1. Hauptsatz der Integralrechnung):
Sei f: [a,b] — R integrierbar auf [a,b], und definiere F': [a,b] — R mit

:/:f(s)ds

Wenn f stetig ist in ¢ € (a,b), dann ist F' differenzierbar in ¢ und F'(c) = f(c).

|\ J
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Bemerkung 9.9:
Wenn f rechtsstetig? in ¢ € [a,b) ist, dann ist F' rechtsdifferenzierbar® in ¢ und

Fi(c) = f(c)

Wenn f linksstetig in ¢ € (a, b] ist, dann ist F' linksdifferenzierbar in ¢ und

F () = f(c)

a

b

vgl. |Definition 7.5
vgl. [Definition 8.2[ fiir Notationserkldrung

Bemerkung 9.10:
Wenn f stetig ist auf [a, b], dann ist F' differenzierbar in (a, b), rechtsdifferenzierbar in
a und linksdifferenzierbar in b, und

F'(c) = f(e) fur c € (a,b), Fi(a)=f(a) und F'(b)= f(b)

Definition 9.6 (Stammfunktion):
Sei (a,b) ein Intervall in R. Nehme an f, F': (a,b) — R (oder C) sind Funktionen und
F ist differenzierbar in (a,b). Wenn

F'(z) = f(x) fiir alle x € (a,b)

dann nennt man F eine Stammfunktion zu f.

Lemma 9.3:
Wenn F und G: (a,b) — R (oder C) beide eine Stammfunktion zu f sind, dann gibt
es eine Konstante k € R (oder C) derart, dass

F(x) = G(z)+ k fir alle x € (a,b)

Bemerkung 9.11:

Es wird oft gesagt, dass In|z| eine Stammfunktion zu 1 ist. Diese Aussage ist nicht

sehr genau.

Wenn man die Funktion z — 2: R — R betrachtet, dann ist  — Injz|: Ry — R

eine Stammfunktion.

Wenn man die Funktion 2 — % : R_ — R betrachtet, dann ist  — In|z|: R_ — R eine

Stammfunktion. Die Formeln sind zwar gleich, aber weil Stammfunktionen auf einem

zusammenhdngenden Intervall definiert sind, sagt man nicht 2 — : R\ {0} — R hat
z+— In|z|: R\ {0} — R als Stammfunktion.

.
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Theorem 9.8 (2. Hauptsatz der Integralrechnung):
Sei F': [a,b] — R stetig differenzierbar® auf [a,b]. Setze f: [a,b] — R mit

Fi(a) firz=a
flz) =< F'(x) firze (a,b)
F'(b) firx=10

Dann gilt
F(y) fir alle x,y € |a, b

@\é
=
&
o,

»
I
!
—~
=
|

e wgl. |Bemerkung 9. 12|

|\ J

( Bemerkung 9.12:
Die Funktion F': [a,b] — R heiit stetig differenzierbar auf [a, b], wenn gilt: F' ist
stetig auf [a,b], F ist differenzierbar in (a, b), die rechte Ableitung F" (a) und die linke
Fi(a) firz=a
Ableitung F” (b) existieren, und f: [a,b] — R mit f(z) = F'(x) fir z € (a,b) ist
F'(b) firz=1»
stetig.

. J

9.7. Partielle Integration

( )

Satz 9.7 (Partielle Integration):
Wenn F,G': |a,b] — R stetig differenzierbar sind, und F'(z) = f(x) und G'(z) = g(x)
mit f,g: [a,b] = R sind stetig, dann gilt

/ f(2) - G(a)dz = [F(z) - Gla)]r=! - / F) - g() de
G(x z=b

wobei [F(x) - )Z=0 = F(b) - G(b) — F(a) - G(a).

9.8. Substitutionsregel

.
Satz 9.8 (Integration durch Substitution):
Wenn g: a,b] — R stetig differenzierbar ist und f: gla,b] — R stetig ist, dann gilt

a(

b)
fly)dy (9.3)

g(a)

b
/ (fog)(@) - ¢(x)de =

Man schreibt gla,b] = {y € R: 3z € [a,b] mity = g(x)}.
(.

( Bemerkung 9.13:
Grob gesagt: Wenn y = g(z) ersetzt wird, muss auch dy = d(g(x)) = ¢'(z) dz ersetzt
werden. Im Moment hat ein loses dy, d(g(z)) und dz ohne Integral keine Bedeutung,.
L Als Trick funktioniert es.
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Bemerkung 9.14:
Wir sind davon ausgegangen, dass man bei einem Integral f: f(z)dz die Grenzen so
anordnet, dass a < b. Bei dieser Substitutionsregel ist es verniinftig auch a > b zu

erlauben:
b a
[ r@yas=— [ f@yas
a b

Fiir monotone Funktionen g kann man zusammenfassen:

/ f(y) dy = / (fog)(x) - |g/ ()] da (9.4)
g([a,b]) [a,b]

Fiir nicht-monotone Funktionen ist (9.3) auch giiltig, aber fir (9.4)) braucht man eine
eineindeutige Funktion g.

9.9. Kalkiil bei Integralen

Bis vor 30 Jahren war das Berechnen von expliziten Formeln fiir Stammfunktionen ein
wichtiger Bestandteil von jedem Anfangerkurs in Mathematik. Heutzutage iiberlasst man
diese Arbeit meistens Maple, Mathematica oder anderen Programmen in dieser Richtung.

9.9.1. Integration von rationalen Funktionen

Fir Konstanten gilt: flz)=c = F(z)=c-x
Fiir Vielfache gilt: flx)=c-g(z) = F(z)=c-G(x)
Fiir Potenzfunktionen gilt:  f(z) = 2" —= Il =~

Definition 9.7 (komplexer Logarithmus):
Der komplexe Logarithmus log: C\ (—o0,0] — C wird definiert durch

log(z) = In(|z]) + rarg(z)

15

komplexer Logarithmus f(z) = log(z) komplexe Funktion f(z) =1
Die Farbdarstellung der komplexen Zahlenebene wird haufig zur Veranschau-
lichung komplexer Funktionen angewendet. Die Farbe kodiert das Argument
und die Helligkeit gibt den Betrag an.
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( N\
Lemma 9.4:

Seiw € C\R und f(z) = (x+w)~'. Dann ist F(z) = log(z+w) eine Stammfunktion.

( Bemerkung 9.15:

Eine genaue Formulierung von misste das Definitionsgebiet der Funktion
einschliefien. Fiir w € C\ R ist sowohl f als auch F' auf ganz R definiert als Funktion
von R nach C.

Fir w € R kann man entweder die Funktion f: (—w,00) — R oder die Funktion

f: (=00, —w) — R betrachten. Die Vorschriften der dazugehérenden Stammfunktionen
sind F(z) = In(x + w) und F(x) = In|z + w].

.

( Lemma 9.5: )

Fiir z,w € C\ (—00,0] mit zw ¢ R_ gibt es k € {—1,0,1} derart, dass

log(zw) = log(z) + log(w) + 2km

9.9.2. Integration von trigonometrischen Polynomen

Ein trigonometrisches Polynom ist eine Verkntipfung von:

T — (cos(x), sin(x))
(s,t) =Y A sttt
0<k<m
0<n<m
mit a, , € C.

Hier hilft der Weg iiber die komplexen Funktionen und wir erinnern uns an den komplexen
Sinus und Cosinus aus [Definition 8.0l

sin(z) = 5 (e —e ) und  cos(z) = (" +e7)

Beispiel:
Wir suchen eine Stammfunktion fiir die Funktion g(z) = 1 + sin(z) + 3 cos(z)?:

/g(z) dz = /1 +sin(z) + 3 cos(2)* dz

Zuerst splitten wir das Integral in die Summanden auf

/ g(2)dz = / Lds + / sin(z)dz + 3 / cos(2)? = (9.5)
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Die einzige Funktion deren Stammfunktion nicht trivial ist, ist die von cos(z)?:

1z —1z 2
/005(2)2 dz = /(e+2e> dz

eZzz + e—2zz 1
= [T 4149
/ 1 @

N

1 4 1( & 21z 4 ¢ 21z>
= =z —| —=¢ —€
2 4 2 2

1 4 1 ( 1 21z 1 22z)
= =z — | —€ — —¢€
2 4\ 21 21

1 1
= 52 —+ Z SiH(QZ)

Wir setzten in (9.5)) ein und finden
1 1 .
/g(z) dz =z — cos(z) + 3(22’ + 1 sm(2z)>

3 3
=z —cos(z) + e sin(2z)

5 3
=57 + 1 sin(2z) — cos(z)

9.9.3. Integration von rationalen Funktionen mit Exponent

Eine Funktion mit Exponent, die wir meinen, ist eine Zusammenstellung von

T — e
p(y)

q(y)
Hier sind p und ¢ zwei Polynome. Also betrachten wir Funktionen vom Typ f: R — C mit

Mit Substitutionsregel folgt

" p(s)

[ 55233 =g ] e

also das finden einer Stammifunktion fiir eine rationale Funktion.
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9.9.4. Integration bei quadratischen Wurzeln aus Polynomen
von Grad 2

Wir erinnern uns an die Winkelfunktionen aus den Definitionen [8.0] [8.10] [3.17 und [8.18

o Der eingeschrinkte Sinus hat als Umkehrfunktion den Arcussinus

1
V1—a2

arcsin: [—1,1] - R mit z — (Sin|[_g7%]>mv($) wobei arcsin’(z) =

o Der Sinus hyperbolicus hat als Umkehrfunktion den Areasinus hyperbolicus

1

arsinh: R — R mit z — ln(m + Va2 + 1) wobei arsinh’(z) = ———
V1422

e Der eingeschrankte Cosinus hyperbolicus hat als Umkehrfunktion den Areacosinus

hyperbolicus
1
arcosh: [1,00) — R mit z — ln(:v + Va? — 1) wobei arcosh’(z) = T
x p—
) sin(a) ) x
=
o v

cos(a) Vi=w

9.10. Uneigentliche Integrale

9.10.1. Das uneigentliche Riemann-Integral der ersten Sorte

Definition 9.8 (uneigentlich Riemann-integrierbar (beschrinkt)):
Seien a,b € R mit a < b und f: (a,b] — R eine Funktion, die fiir jedes 6 > 0
Riemann-integrierbar ist auf [a + 9,b]. Wenn

b
=1 d stiert
im /a+5 f(z) dz existier

nennt man f uneigentlich Riemann-integrierbar auf [a,b] und man schreibt

/abf(x)dxzé
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.
Bemerkung 9.16:

Wenn f unbeschrinkt bei b wird, kann man bedenken, dass man f uneigentlich

Riemann-integrierbar auf [a, b] nennt, wenn

b—o
=1 d istiert
im ’ f(x) dz existier
Wenn f an mehreren Stellen unendlich wird und man mochte uneigentliche Riemann-

Integrierbarkeit untersuchen, soll jede Stelle abgesondert betrachtet werden.
| J

( Lemma 9.6: )

Seia,b € R mita <bund f,g: (a,b] = R Funktionen, die fir jedes § > 0 Riemann-
integrierbar sind auf [a + 6,b]. Nehme an, dass

0 < f(z) < g(x) firz € (a,]
Wenn g uneigentlich Riemann-integrierbar ist auf [a,b], dann ist auch f uneigentlich

Riemann-integrierbar auf |a, b].

9.10.2. Das uneigentliche Riemann-Integral der zweiten Sorte

Definition 9.9 (uneigentlich Riemann-integrierbar (unbeschrinkt)):
Seia € R und f: [a,00) — R eine Funktion, die fiir jedes T > a Riemann-integrierbar
ist auf [a,T]. Wenn

T—o0

T
¢ := lim / f(z) dx existiert

nennt man f uneigentlich Riemann-integrierbar auf [a,c0) und man schreibt
/ flz)de=1¢

s )
Lemma 9.7:

Seia € R und f,g: [a,00) — R Funktionen, die fir jedes T > a Riemann-integrierbar
sind auf [a,T]. Nehme an, dass

0< f(x) < gla) fiirx € (a,0]

Wenn g uneigentlich Riemann-integrierbar ist auf [a, 00|, dann ist auch f uneigentlich

Riemann-integrierbar auf |a, 0o].
(& J
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9.11. Reihen und uneigentliche Riemann-Integrale

( Lemma 9.8:
Wenn f: Ry — R folgende Bedingungen erfullt:

1. f ist positiv: f(x) >0 fir alle v € Ry
2. f ist monoton fallend: x >y > 0= f(x) < f(y)
3. lim f(z) =0

dann gilt fir jedes N € N,

> () < | fayae< W

| J

.
Folgerung 9.1:
Sei f wie in[Lemma 9.8 Dann gilt:
0o oo
Die Reihe Y. f(n) konvergiert, dann und nur dann, wenn/ f(z)dzx konvergiert.
n=1 1

(& J

92/1215



Analysis 11

10. Kurvenl 94
[11. Differentialgleichungen| 104
(12. Grundbegrifie| 117
[13. Ableitungen in mehr Dimensionen| 123
{14. Mehrdimensionale Differentialrechnung] 125
(15. Inverse Funktionen| 128
(16. Implizite Funktionen| 131

[17. Integrale in mehreren Dimensionen| 132




10. Kurven

10.1. Der n-dimensionale Raum

Unter einem n-dimensionalen Raum, fiir ein n € N, , versteht man
R" := {(:cl,:zzg,...,:cn): mit z; € R fiir alle i € {1,...,n}}

Ebenso gibt es auch C" := {(zl,zg, ooy Zp):mit z; € C fur alle 7 € {1, ... ,n}} Elemente
des R™ nennt man Vektoren, diese kann man miteinander addieren und sie mit Zahlen
aus R multiplizieren. Fir z,y € R™ und t € R setzt man

(xbx?’ . axn) + (y1,y2, e 73/n) = (xl T Y, T2+ Y2, .., Ty +yn> (10-1)
te(xy, o, .. xy) i= (1, t2o, ..., t2y) (10.2)

Die Struktur, die man so bekommt, werden wir allgemeiner beschreiben.

Definition 10.1 (Vektorraum):
(V,+,K,-) heifit ein Vektorraum iiber K oder K-Vektorraum, mit K € {R, C}, wenn
Addition und Multiplikation mit Skalaren wohldefiniert sind

teKundz,yecV=>o+yeVundt-zcV

und folgende FEigenschaften gelten:
e (V,+) ist eine abelsche Gruppe:

1. Assoziativitiit: Ve,y,zeVia+ (y+2)=(r+y) +2
2. neutrales Element: J0eVsodassVe eV giltx+0=x
3. inverse Elemente: VeeV3d—zeVsodassz+ (—z) =0
4. Kommutativitat: Ve,yeV:z4+y=y+x

e Fiir die Multiplikation mit Skalaren gilt:

5. Assoziativitat: Vi, to e Kundx € V o gilt t1 - (tg - x) = (t1 - t2) - @
6. unitares Element: JleVsodassVe eV giltl-x =2
7. Distributivitat: VieKundz,y eV giltt-(x+y)=(t-x)+ (t-y)

( Bemerkung 10.1:
(R™, +, R, -) mit der Addition aus (10.1)) und der Multiplikation mit Skalaren aus ((10.2)
ist ein Vektorraum. Oft schreibt man kurz R™.

Auch (C™, +,C, ) mit dieser Addition und Multiplikation mit Skalaren ist ein Vektor-

raum, kurz: C".
|\ J
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Weiter definiert man fir x = (1,22, ...,2,) € R und y = (y1,¥2, .. .,yn) € R™
« die Lange” (oder GroBe) von z:

lz|| == Ja2+ -+ a2 (10.3)
« die Distanz® (oder Abstand) zwischen x und y:
d(z,y) := ||z -yl
o das Skalarprodukt® der Vektoren x und y:

(z,y) ==z *xy

n
= Zfﬂiyi
i=1

(10.4)

e wgl. |Deﬁnition 10.2'

b ygl. Definitionen |l8.3| und |20.‘2|

¢ gl |Deﬁnition 10.3|

Notation:
Wenn klar ist, dass z € R", schreibt man oft auch |z| statt ||z||. Fiir R! stimmen Betrag
und Léange tiberein.

Wenn wir z € R” schreiben, werden wir ab jetzt z; fiir die k-te Koordinate schreiben.

( )
Bemerkung 10.2 (euklidischer & unitidrer Vektorraum):

Einen R-Vektorraum V' zusammen mit einem Skalarprodukt nennt man einen euklidi-
schen Vektorraum.

Einen C-Vektorraum V' zusammen mit einem Skalarprodukt® nennt man einen unitaren
Vektorraum.

@ also eine positiv definite hermitesche Form auf V'

10.2. Die Definition einer Kurve

Definition 10.2 (Norm):
Eine Norm ist eine Abbildung || - || von einem Vektorraum V iiber dem Kérper K der
reellen oder der komplexen Zahlen in die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen Rxg

[-1]: V= Rso, = [z]
die fiir alle Vektoren x,y € V und alle Skalare o € K die folgenden drei Eigenschaften
(Axiome) besitzt:
1. Definitheit: ||z|| =0 = 2=0
2. absolute Homogenitit: || - x| = || - ||z|
3. Subadditivitit oder Dreiecksungleichung: ||z + y|| < ||z|| + ||yl

Falls nur die Homogenitit und die Dreiecksungleichung gelten, dann nennt man || - ||
eine Seminorm.
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Lemma 10.1:
Die Linge || ||, definiert in (10.3), ist eine Norm auf (R",+,R,-).
Man nennt (R, +,R,-,||-||) einen normierten Vektorraum.

Definition 10.3 (inneres Produkt):

Ein inneres Produkt auf einem reellen Vektorraum V ist eine positiv definite sym-
metrische Bilinearform (-,-}: V x V. — R, d. h. fiir z,y,z € V und A € R gelten die
folgenden Bedingungen:

1. bilinear:
o (x+y,2)=(2,2) + (y,2) o (Az,y) = Mz, y)
o (z,y+2)=(z,y) + (2,2) o (,\y) = Maz,y)

2. symmetrisch: (x,y) = (y,x)

3. positiv definit: (x,z) > 0, und (x,z) = 0 genau dann, wenn x = 0

( Lemma 10.2:
Das Skalarprodukt (x,y), definiert in (10.4), ist ein inneres Produkt des R™.

& J

( Bemerkung 10.3:
Fiir x € R™ gilt z x z = ||z

Fiir Vektorraume iiber C ersetzt man die Symmetrie in [Definition 10.3] durch

(x,y) = (y,x) fiur alle z,y € V

Die Definition der Lange und des komplexen inneren Produktes wird fiir z,w € C"
wie folgt gemacht:

lzllc == V=121 + - + 2020

n
(z,w) := Z 2;W;
i=1

(C™",+,C, |- |lc) ist ein normierter Vektorraum tiber C.
& J

Lemma 10.3 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz):
Fir alle z,y € R™ gilt

(@, y) < [l - Nl

& J

Fir alle z,y € R™ \ {0} gilt

1< P*Y

el Myl
und das erlaubt uns, den Winkel ¢ zwischen zwei nicht trivialen Vektoren wie folgt zu
definieren:

T *Y
w = L(x,y) := arccos <>
]| - flyl]

Diese Definition stimmt mit unserer geometrischen Vorstellung vom Winkel zwischen zwei
Vektoren in R? oder R? iiberein. Insbesondere ist sie nicht abhingig von der Grofie der
Vektoren.
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Lemma 10.4 (Die Dreiecksungleichung):
Fir alle z,y € R™ gilt
lz +yll < flz]l + llyll

Definition 10.4 (stetig und differenzierbar in héheren Dimensionen):
Sei I C R ein Intervall.

e FEine Funktion f: I — R"™ heifit stetig, wenn jede Komponente fi: I — R stetig
ist

e FEine Funktion f: I — R"™ heifit differenzierbar, wenn jede Komponente
fr: I — R differenzierbar ist. Die Ableitung f' int € I wird wie folgt definiert:

HORRCAON O AG)

e FEine Funktion f: I — R" heifit stetig differenzierbar, wenn die Ableitungen
fr: I — R stetig® sind

* fr: I — R ist stetig, wenn f;, definiert im Innern I° von I, auf dem Rand OI zu einer stetigen
Funktion erweitert werden kann. Man nehme am Rand die linke beziehungsweise rechte Ableitung.

Ebenso lédsst sich zweimal differenzierbar, zweimal stetig differenzierbar, stiickweise differenzierbar,
rechtsdifferenzierbar usw. definieren.

Sind M und N topologische Rédume, so schreibt man C°(M, N) oder C°(M — N) fiir die
Menge der stetigen Funktionen f: M — N.

Fiir eine nicht-leere, offene Teilmenge D C R bezeichnet man die Menge der reellwertigen
und auf ganz D stetigen Funktionen mit C(D), C°(D), C°(D,R) oder C°(D — R).!

Entsprechend wird die Menge der einmal stetig differenzierbaren Funktionen mit C!(D),
beziehungsweise fiir eine natiirliche Zahl n die Menge der n-mal stetig differenzierbaren
Funktionen mit C"(D) bezeichnet.

Die Menge der n-mal stetig differenzierbaren Funktion wird rekursiv definiert durch

fec (D) <= feCYD) und f e€C" V(D)

Es gilt: C"(D) c C" (D) C ... c CY(D) c C°(D).

Definition 10.5 (Kurve):
Sei I C R ein Intervall. Eine stetige Funktion f: I — R"™ nennen wir eine Kurve. Das
Bild f(I) nennt man die Spur.

e Wenn f differenzierbar ist auf I, nennen wir die Kurve differenzierbar. Der
Vektor f'(t) heifit der Tangentialvektor zur Kurve f an Parameterstelle t

o Wenn f stetig differenzierbar ist auf I und || f'(t)|| # O fiir alle t € I, nennen wir
die Kurve glatt oder regular

e t € I heifit singulér, wenn f'(t) =0

1

vgl. |Bemerkung 9. 12|
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Bemerkung 10.4:
Das Intervall I muss dabei nicht unbedingt offen sein, sondern kann abgeschlossen
oder halbabgeschlossen sein.

Ist n = 2, so sprechen wir von einer ebenen Kurve. Ist n = 3, so nennen wir f eine
Raumkurve.

Bemerkung 10.5:
Die gleiche Spur kann man durch mehrere, verschiedene Kurven bekommen.

Definition 10.6 (Einheitsvektor):
Sei f: I — R" eine glatte Kurve und y = f'(t) € R" der Tangentialvektor an der
Parameterstelle t.

o T = ﬁ nennt man den Tangentialeinheitsvektor zur Kurve f an Parameter-

|
stelle t

e jeden Vektor v € R™ mit ||v|| = 1 und (v,7) = 0, nennt man einen Normalen-
einheitsvektor zur Kurve f an Parameterstelle t

Bemerkung 10.6:
In zwei Dimensionen kann man aus einem Tangentialeinheitsvektor 7 sehr einfach
einen Normaleneinheitsvektor v konstruieren:

()= ()

10.3. Bogenlange

Eine Zerlegung des Intervalls [a, b] der Feinheit ¢ besteht aus Zahlen
a=tg<t1 < - <tp1 <tpr=0>

so dass t; 1 — t; < 0 fur alle 3.

Ein Polygonzug ist eine Kette von Geraden, die man benutzen kann, um die Lénge
einer Kurve f zu approximieren. Setzt man die Knotenpunkte g, 1, ...,%;, dann ist
die Lange dieses Polygonzuges gleich

k
L(fa o, t1,- - - 7tk) = ZHf(t]) - f(t]—l)H
Jj=1
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Definition 10.7 (rektifizierbar):
Wir sagen eine Kurve f: [a,b] — R™ ist rektifizierbar wenn es ein ¢ gibt mit der
FEigenschaft, dass zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir jede Zerlegung mit
der Feinheit 0 gilt:

|L(f, to,t1,...,tp) — €| < e

Wenn f rektifizierbar ist, dann nennen wir ¢ die Bogenldnge von f.

Definition 10.8 (Bogenlinge):
Fiir eine stetig differenzierbare Kurve f: [a,b] — R" definiert man die Bogenldnge
von [ tiber das Intervall [a,b] durch

b
(= / T

( Lemma 10.5:
Wenn f: [a,b] = R™ und g: [c,d] — R™ glatte Kurven sind und auferdem gilt:

1. die Spur ist identisch: f([a,b]) = g([c,d]),
2. f und g sind injektiv®

dann sind auch die Bogenlingen identisch.

@ wobei isolierte Stellen als Ausnahme zugelassen sind

|\ J

f Bemerkung 10.7:
Anders gesagt bedeutet [Lemma 10.5} Die Bogenlénge ist nur gleich bei Kurven, bei

denen die Spur genau einmal durchlaufen wird.
|\ J

Fiir eine glatte Kurve f: [a,b] — R"™ setzen wir

s(t) = / 1)l dr

Fir diese Funktion s gilt, dass s(¢) die Liange der Kurve ist zwischen f(a) und
f(t), und fiir die Bogenlénge von f gilt dann ¢y = s(b). Weil f glatt ist, sind die
Komponenten differenzierbar und es gilt

s'@)=f(®l>0
Wegen des Satzes fiir inverse Funktionen ist o = s™ wohldefiniert auf [0, ¢;], sogar

differenzierbar, und es gilt

I |
@) N em)l

o(0)=a, o(l;)=b und o'(t)=

Wir setzen
@: [0,4;] = R" mit p(t) = foo(t)

Diese Kurve ¢ heifit die Umparametrisierung auf Bogenlinge von f.
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« Fir eine Kurve v: [a,b] — C definieren wir die Kurve —v: [a,b] — C durch

(=) =v(b+a—1)

o Fiir zwei Kurven v: [a,b] — C und ¢: [¢,d] — C mit v(b) = ((c) definieren wir
die Kurve v+ (: [a,b+ d — ¢] durch

v(t) fir t € [a, b]
(v + @) = {C(t—b-i—c) furt € (b,b+d— (]

o Fiir eine geschlossene Kurve v: [a,b] — C wird nvy: [a,n(b — a) + b] mit n € N
definiert durch

(ny)(t) = 7(t—k(b—a)) fiur t € [a+k(b—a),b+k(b—a)] und k € {0,...,n—1}

10.4. Flacheninhalt

In diesem Abschnitt beschranken wir uns auf die zweidimensionale Ebene.

( Lemma 10.6:
FEin Dreieck mit den Ecken (0,0), (x1,z2) und (y1,ys), orientiert gegen den Uhrzeiger-
sinn, hat den Fldcheninhalt
1
= —det (ml 9(:2)
2 Y1 Yo

Lemma 10.7 (Sektorformel von Leibniz):
Sei f: [a,b] — R? eine glatte Kurve. Wenn der Fahrstrahl aus (0,0) an dieser Kurve
ein Gebiet einmal tiberstreicht, dann gilt fir den orientierten Fldcheninhalt®

S(t) fi(t)
I = d £ gy
fat)  f5(t)
@ orientierter Flacheninhalt“ heifit hier: von dem in einer Bewegung nach links iiberstrichenen

Gebiet wird der Standard-Flécheninhalt genommen und von dem in einer Bewegung nach rechts
iiberstrichenen Gebiet wird der Flicheninhalt mit einem Minuszeichen genommen.

( Bemerkung 10.8:
Wenn man eine Kurve mit Polarkoordinaten beschreibt, das heifit f: [a,b] — R? mit

F(t) = (r(t) cos(t), r(t)sin(t))

wobei 7: [a, b] = R, dann vereinfacht sich die [Sektorformel von Leibniz| zu

I = ;/a (r(t))zdt
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Folgerung 10.1:
Sei f: [a,b] — R? eine glatte geschlossene® Kurve. Wenn sie linksherum orientiert ist

und flap) st injektiv, dann gilt fir den Flicheninhalt I vom umschlossenen Gebiet die
[Sektorformel von Leibniz.

® Geschlossen heifit f(a) = f(b)

|\ J

10.5. Definition der Kriimmung

Wenn wir eine Kurve ¢ — f(t): [a,b] — R™ betrachten, und dabei ¢ als Zeit sieht,
hat man physikalisch gesehen das folgende:

o f(t) ist der Ortsvektor zum Zeitpunkt ¢

o f'(t) ist der Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkt ¢

o f"(t) ist der Beschleunigungsvektor zum Zeitpunkt ¢
Wenn man statt f die Umparametrisierung auf Bogenlédnge ¢ betrachtet, bedeutet
das, dass man die Spur mit konstanter Geschwindigkeit durchléuft, genauer gesagt
mit Geschwindigkeitsgrofie 1.

Definition 10.9 (Kriimmung):
Sei p: [0,T] — R" eine zweimal stetig differenzierbare Kurve mit ||¢'(t)|| = 1 fiir
t € [0,T]. Dann definiert man an der Parameterstelle t:

e die Kriimmung: x(t) = ||¢" (t)||
und falls ¢"(t) # 0:

e den Hauptnormalenvektor: v(t) = i:jg”

e den Kriimmungsradius: r(t) =

" @]

e den Kriimmungsmittelpunkt: m(t) = p(t) + ”;‘37%

Falls ¢"(t) # 0 fiir alle t € [0, T]

e die Evolute: die Kurve m: [0,T7] — R™ mit m(t) wie oben

Der Kreisbogen, der ¢(t) fiir ¢ nahe an ¢y so am Besten approximiert, wiirde man dann
parametrisieren durch

c(t) = m(to) + Rsin(t ;%to)(p,%) + Rcos(t ;%t()) Hg(/;igo‘i (10.5)
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Lemma 10.8:
Sei ¢: [0,¢] = R™ eine zweimal stetig differenzierbare Kurve, mit

e |l (V)| =1 fir alle t € [0, /] und
e es gibt ein to € (0,€) mit ||¢"(to)]| # 0
Sei ¢ definiert in (10.5). Dann folgt

p(t) — c(t)

=0
tgg) (t — t0)2

10.6. Kriimmung bei beliebigen Kurven

Die Integrale, die erscheinen wenn man eine Kurve auf Bogenléinge umparametrisiert, sind
selten explizit zu 1osen. Deshalb mochte man die Kriimmung berechnen ohne umzupara-
metrisieren.

Sei f: [a,b] — R™ eine glatte, zweimal stetig differenzierbare Kurve und ¢: [0, (;] — R"
die auf Bogenlidnge umparametrisierte. Das heifit, fiir

s(t) = / 1)l dr

hat man f = (¢ o s). Daraus folgt f' = (¢’ 0s)s’ und f” = (¢" 0 5)(s")? + (¢’ 0 5)s".

( Lemma 10.9:
Sei f: I — R™ eine glatte Kurve. Dann gilt fiir

e die Krimmung

Ry T TR
w=letosl = L

1

der Krimmungsradius bleibt k=

den Hauptnormalenvektor

I il OOV
£z f = (F ) f

den Krimmungsmittelpunkt

o _ I = ()

_ ¥ 2
m=f+ f+’|f|| ||f/||2||f//||2_(flfl/)2

l¢” o ]2

die Evolute bleibt m
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Vektorprodukt

Sei f: I — R3 eine glatte, zweimal differenzierbare Kurve. Am Punkt f(¢) kann
man jetzt einen Tangentialvektor und einen Hauptnormalenvektor konstruieren. Will
man ein komplettes Dreibein an dieser Stelle f(¢) haben, kann man einen zweiten
Normalenvektor bekommen durch das Vektorprodukt:

Uy (%1 U V1 € U2V3 — UZV2
ug | X v | :=det [ua vy ex| = | —(wvs — usvy)
usg U3 Uz V3 €3 U1V2 — U2V

Hier sind {ey, €9, €3} die drei Standardeinheitsvektoren. Wenn ¢ eine Parametrisierung
auf Kurvenlénge ist, dann hat man ein Dreibein {gp’ (1), " (1), ' (t) x ¢" (t)}

( )

Bemerkung 10.9 (Eigenschaften des Vektorprodukts):
Das Vektorprodukt in R?, auch Kreuzprodukt genannt, hat folgende Eigenschaften:
Sei u,v,w € R? und s,t € R.

e UXV=—-vXu,alsouxu=0
o (su+ttv) x w=s(uxw)+t(vxw)

o |lux vl = |lul|||v] sin (A(u, v)) ist der Flacheninhalt vom Parallellogramm mit
den Ecken O, u,u 4+ v und v

o {u,v,u x v} ist positiv orientiert (Rechterhandregel)
e uXxX (vXw)=(u-w)v—(u-v)w, die GraBman-Identitat

o (uxwv) w=det(u,v,w) mit u, v, w als Spaltenvektoren. Wenn {u, v, w} positiv
orientiert ist, gleicht det(u,v,w) dem Inhalt des Parallelepipeds (auch Spat
genannt), P = {ciu + cov+ cs3w: 0 < ¢; < 1}

103 /215




11. Differentialgleichungen

11.1. Eine Einleitung

11.1.1. Losungsbegriff

Definition 11.1 (Losung einer Differentialgleichung):

Sei F': R¥*! — R eine stetige Funktion. Man nennt die Funktion = eine Lésung der
Differentialgleichung k-ter Ordnung

2B (1) = F(a® (), 2%2 (1), ..., 2" (t), 2/ (t), z(t), 1) (11.1)

1. wenn es ein Intervall I in R gibt derart, dass z: I — R eine k-mal differenzierbare
Funktion ist

2. wenn die Funktion x fiir alle t € I die Gleichung (11.1)) erfiillt

Es gibt Losungen mit (einseitig) beschrianktem Definitionsgebiet oder mit ganz R als

Definitionsgebiet. Das zusammenhédngende Definitionsgebiet fiir eine Losung wird das
Existenzintervall genannt.

Die hochste Ableitung die erscheint, heifit die Ordnung der Differentialgleichung.
Wenn man so eine Differentialgleichung in expliziter Form schreiben kann:

™ (1) = Gz V@), 2D (1), ..., 2" (t), 2 (t), z(t), t)

hat diese Differentialgleichung Ordnung n.

Wenn man eine Differentialgleichung bekommt, hétte man am liebsten, dass es eine explizit
bekannte Funktion z: I — R (oder R™ bei einem System von mehreren Differential-
gleichungen) gibt, so dass die Gleichung erfiillt ist. Leider passiert das recht selten. Meistens
muss man sich zufrieden geben, wenn man die folgenden Fragen beantworten kann:

1. Gibt es eine Losung?
2. Wenn ja, ist diese Losung eindeutig?

3. Kann man qualitative Ergebnisse fiir diese Losung finden?
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11.1.2. Erste Ordnung und Systeme hoherer Ordnung

Eine Differentialgleichung héherer Ordnung kann man immer schreiben als ein Differential-
gleichungssystem erster Ordnung. Fir die Gleichung

2™ (t) = Gz V), 2D (t), ..., 2" (), 2 (t), x(t), t) (11.2)
setzt man x1(+) = x(-), zo(-) = 2'(+), ..., 2,(-) = 2"~ I(-), oder mit Vektornotation
z1(t) x(t)
#(t) = )| _| 2@
Zn (1) e (1)
Es folgt, dass
' (t) z'(t) ot

SO e B R

21))  \a®@))  \Gn),... (), 21(6), )

Setzen wir 2al)
F(t,7(1)) = xgz(t) (11.3)
G(xp(t), ..., xa(t), z1(t), 1)
so folgt

7(t) = F(t,7(1)) (11.4)

ist ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung. Eine Losung ist eine differenzierbare
(Vektor)Funktion #: I C R — R", wobei I ein Intervall ist.

( N\
Lemma 11.1:

Seien F' und G wie in (11.3) und I C R ein Intervall.

o Wenn Z: I — R™ eine Losung von (11.4)), dann ist x := x1: I — R eine Lisung
von (11.2)

e Wenn #: I — R eine Lisung von (11.2), dann ist & := (z,...,z )T [ - R"
eine Losung von (11.4))
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11.2. Lineare Gleichungen, konstante Koeffizienten

Definition 11.2 (lineare Differentialgleichung):
FEine Difterentialgleichung der Form

™) = a ()" V() + ao () () + -+ an_1 (D)2 (t) + an()z(t) + F(2)

nennt man linear.

e Man sagt mit konstanten Koeffizienten, wenn a;(t) = a; € R fiir jede
1=1,...,nundt eR

e Man nennt diese lineare Gleichung homogen, wenn [ = (

11.2.1. Einfache Beispiele linearer Gleichungen

( Lemma 11.2:

Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion und xy € R, dann hat das Anfangswertproblem

{x’(t) = f(t) firté€ la,b ()

genau eine Losung®, namlich x(t) = xq + fcf f(s)ds.

@ Losung heifft hier eine differenzierbare Funktion x: [a,b] — R, die beide Gleichungen in erfiillt
J

|

'd N\
Lemma 11.3:

Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion und \,zo € R, dann hat das Anfangswert-
problem
{x’(t) = Xx(t) + f(t) firt € [a,b]

z(a) = xg

genau eine Losung, namlich x(t) = exp(A(t — a))xo + f: exp(A(t —s))f(s)ds.

|\ J

Sei f: [a,b] - R und A € R. Wir suchen eine Losung = von
'(t) = A (t) + £(1)

1. Das Lésen des homogenen Problems z'(t) = Az (t) liefert z(t) = exp(At)c mit
ceR
2. Man sucht die Losungen durch Substitution x(t) = exp(At)c(t)
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11.3. Lineare Systeme, konstante Koeffizienten

Seien f: I — R" und a;; € R gegeben. Man versucht x: I — R" zu finden, so dass das
folgende System von gewohnlichen Differentialgleichungen erfiillt ist:

21 (t) = ana1(t) + apa(t) 4 - - - 4 anen(t) + f1(t)

$/2(t) = (lgllfl(t) + a22x2(t) + -+ CLQnCL’n(t) + fg(t)
(11.5)

l‘;(t) = an11‘1(t) + (ln2$2(t) + o+ annxn(t) + fn(t)

Das homogene Problem (also f(¢) = 0) von lasst sich verkirzt darstellen als
x'(t) = Az(t), wobei

a1 Q2 - Qin

Q21 Q22 -+ QA2p

A=

Qp1 Ap2 - Apn

Dabei sollte nicht vergessen werden, dass x: R — R"™ gesucht wird.

Definition 11.3 (Exponentialfunktion fiir Matrizen):
Sei A € M™*"(C). Man definiert die Exponentialfunktion fiir Matrizen als

exp(A) = —AF

Bemerkung: Statt exp(A) schreibt man auch e?.

( Lemma 11.4:
Fiir alle A € M™™(C) konvergiert

¢
lim kEOHAk in M™"™(C)

{—00 I

Anders gesagt: exp(A) ist wohldefiniert.

& J

Lemma 11.5:
Sei A € M™™(R) und xy € R", dann hat das Anfangswertproblem

{x’(t) = Ax(t) firteR

genau eine Losung, namlich die Funktion x: R — R™ mit x(t) = exp(At)xg.

Lemma 11.6:
Seien A, B € M"*"(R) (oder M"*"(C)). Dann gilt

exp(tA) exp(sB) = exp(tA+sB) Vs, t €R

dann und nur dann, wenn AB = BA.
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Theorem 11.1:
Sei f: [a,b] — R™ eine stetige Funktion, A € M™*"(R) und xy € R", dann hat das
Anfangswertproblem

{x’(t) = Az(t) + f(t) fiirt € [a,b]

x(a) = xg

genau eine Losung x: [a,b] — R"™, ndamlich

z(t) = exp(A(t — a))xo + / exp(A(t — s))f(s)ds

Bemerkung 11.1:

Das Integral iiber einer Vektorfunktion ist definiert als Vektor von den Integralen der
einzelnen Komponenten.

Also fur g: [a,b] — R™ mit integrierbaren Komponenten g; fir i = 1,..., n gilt:

/ab g1(s)ds
/ i | ] )

/a b gn.(S) ds

Das Definitionsgebiet [a,b] von f wird als Definitionsgebiet fir = ibernommen. Wenn
f: R — R stetig ist, dann findet man fir die Differentialgleichung 2/(t) = Ax(t) + f(t)
die Losungen z: R — R mit

2(t) = exp(A(t — a))ay + / exp(A(t — 5))f(s) ds

Dabei ist g € R"™ beliebig zu wéhlen. Die Tatsache, dass das Definitionsgebiet
iibernommen wird, trifft nur bei linearen Gleichungen zu.

11.4. Die Lineare Algebra zum Matrixexponenten

Definition 11.4 (Eigenwert):
Sei A € K"™", dann heifit A € C Eigenwert von A <= dz € C", x # 0, so dass

Ax = \z

Der Vektor x heifit dann Eigenvektor zum FEigenwert .

Definition 11.5 (charakteristisches Polynom):
Das Polynom (\) := det(A — A) heifit charakteristisches Polynom.
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Definition 11.6 (algebraische und geometrische Vielfachheit):

1. algebraische Vielfachheit:
o(A) ist die Vielfachheit der Nullstellen A des charakteristischen Polynoms ¢(\)

2. geometrische Vielfachheit:
p(A) ist die Anzahl der linear unabhédngigen Eigenvektoren zum Eigenwert \

Manchmal sagt man Ordnung statt algebraischer Vielfachheit und Vielfachheit statt
geometrischer Vielfachheit.

Satz 11.1:
Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes ist mindestens so grof§ wie seine
geometrische Vielfachheit.

Die geometrische Vielfachheit p(\) ist die Dimension des Kerns von A — A1, also die
Dimension des Eigenraums von A zu .

Ist A Eigenwert von A, so ist 1 < p(A) < o(A) < n. Im Fall p(\) < o()) existieren
zu A Hauptvektoren hoherer Stufe.

Definition 11.7 (Hauptvektor):
Ein Vektor x heiit Hauptvektor k-ter Stufe zu \, wenn gilt
(A= Xz =0 aber (A— X'z +#0

Hauptvektoren werden auch generalisierte Eigenvektoren genannt.

Bemerkung 11.2:
Wegen (A — M)z = Iz = z sind die Eigenvektoren gerade die Hauptvektoren erster
Stufe. Ist # Hauptvektor k-ter Stufe, so ist (A — AI)z Hauptvektor (k — 1)-ster Stufe.

Der Hauptraum ist der Spann aller Hauptvektoren. Seine Dimension ist o(\), d. h. es
gibt insgesamt so viele linear unabhéngige Hauptvektoren wie die Nullstellenordnung
von A.

Definition 11.8 (dhnliche Matrizen):
Zwei Matrizen heiflen dhnlich < 3X € K™ ", invertierbar so dass A = XBX 1.

Satz 11.2:
Seien A, B € K™ " dhnlich. Dann haben sie dieselben Figenwerte und ihre algebraischen
und geometrischen Vielfachheiten stimmen tberein.
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Definition 11.9 (Jordan-Matrix):
Eine Matrix J € M™"™(C) ist eine Jordan-Matrix, wenn sie wie folgt aus Jordan-
Blocken zusammengesetzt ist:

Oy 0 0 A1 O --- 0
C PR
Ol ‘ A,L .
J = mit ¢(N\;) = . 0
: 0
0 0 c(\) A1
0 0 X\

[ Theorem 11.2:
Fir jede Matriz A € M™"(C) gibt es eine invertierbare Matriz T € M™"(C) und
eine Jordan-Matriz J € M™*"(C) derart, dass

A=TJT!

& J

( Lemma 11.7:
Sei A e M™™(C) und t € R.

1. Fiir eine Ahnlichkeitstransformation B, T € M™"(C) mit T invertierbar gilt:

A=TBT' = exp(tA) =Texp(tB)T"

2. Fiir eine Blockmatriz A mit B € M***(C) und C € M®=R)*(=k)(C) gjit:

A= (g g) = exp(tA) = (expr) eXP%@)

wobei O die passende Matriz mit ausschliefSlich 0-Eintragen meint.
Es folgt, dass fir eine Diagonalmatrix gilt:

MO - 0 I B
A= 0 = = 0
0 0
0 0 M\, 0 0 eftn

A1 0 - 0 X A
0 by I 0 et)\ tet)\ :
A= R | = etA: %t2et)\
)\ 1 et)\ tet)\
0 0 A 0 0 et>\
- J
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( Satz 11.3:
Sei A € K™ mit Eigenwerten \;, i = 1,...,n. Dann gilt fir die Determinante det(A)
und die Spur tr(A) folgender Zusammenhang mit den Figenwerten:

det(A) = ﬁ i und tr(A) = i i

i=1 =1

11.5. Lineare Stabilitat

Definition 11.10 (Stabilitat linearer Systeme):
Sei A € M"™*"(R). Wir betrachten ein homogenes System gewdohnlicher Differential-

gleichungen:
2 (t) = Ax(t) (11.6)

Dieses homogene lineare System heifit

e stabil, wenn es fiir jede Losung x ein M € R gibt, so dass

lx(t)|] < M fiir allet > 0

e instabil, wenn es eine Losung x gibt, so dass

lim (1)) = oo

e asymptotisch stabil, wenn fiir alle Lésung x gilt

lim z(t) =0

t—o00

e neutral stabil, wenn das System stabil, aber nicht asymptotisch stabil ist

( Bemerkung 11.3:

Diese Klassifizierung gilt nur fiir lineare Systeme. Bei homogenen linearen Systemen ist
0 immer eine Gleichgewichtsstelle (also konstante Losung). Bei Gleichgewichtsstellen
fiir nichtlineare Differentialgleichungen werden diese globalen Bedingungen ersetzt
durch lokale Bedingungen fiir eine Umgebung der Gleichgewichtsstelle.

. J

( Lemma 11.8:
Sei A € M™™(R) und sei {\;}¥_, die Menge der unterschiedlichen Figenwerte fiir A.
Es bezeichne m; die geometrische Vielfachheit von \;.

1. Wenn Re\; <0 fir allei € {1,...,k} gilt, dann ist (L1.6) asymptotisch stabil.
2. Wenn Re\; > 0 fir mindestens eini € {1,...,k} gilt, dann ist (11.6]) instabil.

3. Wenn Re \; <0 fir allei € {1,...,k} gilt und die algebraische Vielfachheit fiir
alle j € {1,...,k} mit Re \; = 0 gleich m; ist, dann ist (11.6]) stabil.

4. Wenn Re\; > 0 fiir mindestens ein i € {1,...,k} gilt und es auflerdem ein
Jj € {Ll,...,k} gibt mit ReX\; = 0, wo die algebraische Vielfachheit nicht m;
gleicht, dann ist (11.6) instabil.
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Bemerkung 11.4:

Wenn also gefragt wird, ob alle Lésungen von z/(t) = Ax(t) fir ¢ — oo nach 0
konvergieren, braucht man nur die Eigenwerte und gegebenfalls die Vielfachheiten zu

berechnen.

11.5.1. Klassifizierung in zwei Dimensionen

In zwei Dimensionen sind die Méglichkeiten ziemlich iibersichtlich. So tibersichtlich, dass
man sogar individuelle Namen fiir die auftretenden Falle hat.

<

=

stabiler Knoten

/

instabiler Knoten

AARs

A /

Sattelpunkt

/

7

)\1,)\2€R_ /\1,)\26R+ A1 GR_,/\QER+
Basis von Eigenvektoren Basis von Eigenvektoren
-

.
T

//f//

g

stabiler Strudel

N
~_

~— N
. entarteter instabiler )
entarteter stabiler Knoten neutral stabiler Knoten
Knoten
Al =X e R_ )\1:/\2€R+ /\1:0,/\2<0
eindimensionaler eindimensionaler
Eigenraum Eigenraum
/ ~
//@%\ =) .

=
_—

instabiler Strudel

Re)\i > O,IIIl)\Z 7é 0

C
| /

Zentrum
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11.6. Linear, hohere Ordnung, konstante
Koeffizienten

Definition 11.11 (charakteristische Gleichung):
Eine lineare Differentialgleichung héherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten kann
man auch auf diese Art angehen. Sei f € C(R). Man betrachte

2™ () = ay ()" V() + ag(t)x "D () + -+ an 1 (D2 (8) + an (D)2 (t) + f(t) (11.7)

Dann setzt man y;(t) = 0~V (t) fiiri = 1,...,n und findet

y'(t) = Ay(t) + g(t) (11.8)
mit
0 1 o0 0
0 1 o0 0 0
A= 5 i dgy = (11.9)
L 0 0
0O 0 - «-- 0 1 f(t)
Ap Qp_1 -+ ~--- a9 aq

Fiir jeden Eigenwert A von A gilt det(A — M) = 0 und das wird jetzt bei der
Entwicklung der Determinante nach der letzte Zeile zu

(a1 — NP+ a A2 4 ag "2 4+ 44 A+ a, =0
&S N = alz\”_l + ag)\"_Q + ag/\n_3 + -+ an—l)\ + ay (1].].0)

Man nennt (11.10)) die charakteristische Gleichung fiir ((11.7)).

( Lemma 11.9:
Seia; € Cund sei A € M™"(C) wie in (11.9). Jeder Figenwert von A hat geometrische
Vielfachheit 1.

( Theorem 11.3:
Sei a; € C und sei A € M"™"(C) wie in (11.9). Nehme an, {\1, A2, ..., \x} sind die
Figenwert von A mit algebraischen Vielfachheiten {my,ma, ..., my}.

e Dann ist die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung
2™ () = a ()" V() + as() ™D () + -+ an_1 ()2 (1) + an(t)z(t)

wie folgt:

mi—l

() =3 > cptme (11.11)

i=1 m=0

e Kennt man eine Lisung T von (L1.7)), dann ist die allgemeine Losung von (11.7))
wie folgt:
k m;—1
() =)+ > > cmtmeM

i=1 m=0
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Bemerkung 11.5:

Um es nochmals genau zu sagen: die Aussagen bedeuten, dass man jede Losung x
schreiben kann, wie es auf der rechten Seite steht und umgekehrt. Jede Funktion, die
man schreiben kann wie so eine rechte Seite, ist eine Losung.

Bemerkung 11.6:
Die Summe der algebraischen Vielfachheiten gleicht n. Die Anzahl der Konstanten in
(11.11)) gleicht auch der Summe der algebraischen Vielfachheiten. Weil die Funktionen

tmeit (linear) unabhéngig sind, bilden die Funktionen in (11.11]) einen n-dimensionalen
Losungsraum.

Geht man zurtick zum System ([11.8) mit A und g wie in (11.9)), dann findet man fir
jeden Anfangswert 3 genau eine Losung. Die Ubersetzung fiir (11.7) lautet: fiir jedes
Yo € R™ hat man genau eine Losung = vom folgenden Anfangswertproblem

™) = a ()" V) + ax() (L) - an (D)2 () + an () (t) + £(2)
(0) = Yo
(0) = U
Z (0) = Y2
) = o

11.7. Nicht-linear, konstruktiv losbar, erster
Ordnung

11.7.1. Trennbare Differentialgleichungen

Definition 11.12 (trennbare Differentialgleichung):
Eine Differentialgleichung der Form

heifit trennbar.

11.7.2. Homogene Differentialgleichungen

Definition 11.13 (Homogene Differentialgleichung):
Homogene Differentialgleichung haben die Form

v =1("2)

Die Substitution z(t) = # fithrt zurtick zu einer trennbaren Differentialgleichung.
Weil y(t) = tz(t) hat man y'(t) = z(t) + ta'(t), die Differentialgleichung wird
z(t) + t2'(t) = f(z(t)) und sie lisst sich auch schreiben als 2/(¢) = (f(z(t)) — z(t))1.
Diese letzte Differentialgleichung ist trennbar.
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11.7.3. Differentialgleichungen von Bernoulli und Riccati

Definition 11.14 (Bernoulli):
FEine Difterentialgleichung der Form

mit vy ¢ {0, 1} heiit Bernoulli-Gleichung.

Fir v € {0,1} ist die Differentialgleichung linear.
Wenn man die Substitution y(t) = (z(¢))? versucht, hat man y/(t) = p(z(t))?~'2'(t) und
findet

1

palt)1(6) = alt)a(t) + BO(0)" = #(0) = Salb)alt) + HO(OPO

Wenn p(y—1)+1=0,d.h. p= ﬁ, wird die Gleichung linear

2'(t) = (1 = y)a(t)z(t) + (1 = 7)b(t)

Lose also
2'(t) = (1 —y)a(t)z(t) + (1 — v)b(t)

und bilde y(t) = (x(¢))? mit p = ﬁ

Definition 11.15 (Riccati):
FEine Differentialgleichung der Form

y'(t) = at)y(t) + b(t)(y(t)* + f(1)

heiBt Riccati-Gleichung.

11.7.4. Exakte Differentialgleichungen

Definition 11.16 (exakte Differentialgleichung):
Eine Differentialgleichung heifit exakt, wenn es eine Funktion F': R? — R gibt derart,
dass diese Differentialgleichung aussieht wie

(F(z.y(@) =0

115 /215



Difterentialgleichungen

Definition 11.17 (orthogonale Familien von Trajektorien):
Die Mengen

{A}eer mit A, = {(z,y) € R*: a(x,y) = ¢}
{BC}CEJ mit Bc = {(‘T?y) € R2: 6($7y> = C}

heiBen orthogonale Familien von Trajektorien in R?, wenn folgendes gilt:

1. Sowohl {A.}.er, als auch {B.}.cs, fiillt R? eindeutig aus bis auf héchstens
abzédhlbar viele Punkte

2. Wenn sich eine Trajektorie A., und eine Trajektorie B., schneiden, dann geschieht
dies orthogonal

Das Wort Trajektorie wird benutzt fiir die Spur einer Losung der Differentialgleichung.
Wenn z — y(z) ein A. (teils) beschreibt, gilt a(z,y(z)) = ¢ und es folgt, dass

(a(z, y(x)))' = ¢ =0

Wenn man die Kurven leichter als Funktion von y beschreiben kann, das heif3t
y — x(y) beschreibt ein A, (teils), dann gilt (a(z(y),y))’ = 0. Hier ist die Ableitung
nach y gemeint.

Wir nehmen an, dass o und auch 5 in A, und B, geniigend nette Funktionen sind
und dass diese Ableitungen Sinn machen.
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12. Grundbegriffe

12.1. Topologische Begriffe

Definition 12.1 (Kugel und Sphére):
Fiir r > 0 und xo € R" definiert man

o die offene Kugel B,(xq) := {y € X: d(xo,y) <1}

o die abgeschlossene Kugel B, x| := {y € X: d(zo,y) <1}

« die Sphére S, (xo) := B:[xo] \ B,(20) = {y € X: d(xo,y) =71}
Die Kugeln haben den Radius r und den Mittelpunkt x.

Definition 12.2 (offene Menge):

Eine Menge O C R™ nennt man offen, wenn es fiir jedes v € O eine offene Kugel
B,.(x) gibt derart, dass B,.(z) C O.

Achtung: Der Radius der Kugel ist hier von x abhdngig: r = r(z).

Definition 12.3 (abgeschlossene Menge):
Eine Menge K C R™ nennt man abgeschlossen, wenn R™ \ K offen ist.
Allgemein nennt man K C X abgeschlossen wenn K¢ offen ist.

relativ offene und relativ abgeschlossene Mengen

Sei U C R". Eine Menge A C U nennt man relativ offen beziiglich U, wenn es fiir
jedes a € A ein r > 0 gibt mit {z € U: d(z,a) < r} C A. Eine Menge K C U nennt
man relativ abgeschlossen beziiglich U, wenn U \ K relativ offen beztiglich U ist.

Definition 12.4 (Umgebung):
Sei a € R™. Dann heifit U C R" eine Umgebung von a, wenn es eine offene Kugel

B, (a) gibt derart, dass B,.(a) C U.

Definition 12.5 (innere, duflere und Randpunkte):
Sei A C R" und a € R™.

e a heifit ein innerer Punkt von A, wenn es mindestens eine Umgebung U von a
gibt mit U C A. Man schreibt A° fiir die Menge der inneren Punkte von A

e a heifit ein duBerer Punkt von A, wenn es mindestens eine Umgebung U von a
gibt mit U C A®

e a heifit ein Randpunkt von A, wenn jede Umgebung U von a einen Punkt
von A und einen Punkt von A® enthélt. Man schreibt A fiir die Menge der

Randpunkte von A
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Definition 12.6 (abgeschlossene Hiille):
Sei A C R". Die abgeschlossene Hiille A von A wird definiert durch

A=A%U0A

Die drei Typen von Punkten in [Definition 12.5] schlieflen sich gegenseitig aus und
filllen ganz R™ aus. Genauer gesagt mit A“© := (A®)°, der Menge der duBeren Punkte

hat man:

A°NOA=0, A°NIJA=0und A°NAC =9
AP UDAU A =R"

Wenn A offen ist, dann ist jedes a € A ein innerer Punkt und es gilt A° = A.

Definition 12.7 (Haufungs- und isolierter Punkt):
Sei A C R" und a € R™.

e a heifit ein Haufungspunkt von A, wenn jede Umgebung U von a unendlich
viele Punkte aus A enthalt

e a heiBit ein isolierter Punkt von A, wenn a € A gilt und es mindestens eine
Umgebung U von a gibt mit U \ {a} C A€

12.2. Mehrere Veranderliche, Konvergenz, Stetigkeit

12.2.1. Der Limes bei Folgen

Definition 12.8 (Folgen-Konvergenz in R"):
Sei {x, }>°_, eine Folge in R™ und a € R™. Man sagt lim,, . ©,, = a, wenn es fiir alle

e >0 ein M. € N gibt derart, dass

m>M. = |x,—a|]<e

12.2.2. Der Limes bei Funktionen

Definition 12.9 (Funktionen-Konvergenz in R"):
Sei f: R™ — R™ eine Funktion, a € R" und ¢ € R™. Man sagt lim,_,, f(x) = ¢, wenn
es fiir alle € > 0 ein d. > 0 gibt derart, dass

0<l|lz—al <d = |[f(x)-L]<e
| S —

z€B;s, (a)

Definition 12.10:
Sei f: A CR" — R™ eine Funktion, a ein Hiufungspunkt von A und ¢ € R™. Man

sagt lim,_,, f(z) = ¢, wenn es fiir alle € > 0 ein 6. > 0 gibt derart, dass

v e (Bs.(a)\{a})NA = [f(z) € B(l)
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12.2.3. Stetigkeit

Definition 12.11 (stetige Funktion im R"):
Sei f: A CR"™ — R™ eine Funktion. Man sagt f ist stetig in a, wenn es fiir alle € > 0
ein 0. > 0 gibt derart, dass

reAund ||z —a| <d = |f(z)—f(a)] <e

Man sagt f: A — R™ ist stetig, wenn [ stetig ist in jedem Punkt a € A.

Um die Existenz oder Nicht-Existenz des Grenzwertes einer Folge klaren geht man
am besten wie folgt vor.
1. Kann man f als Zusammensetzung von stetigen Funktion schreiben, so benutze
man: Sei A C R™ mit a € A und seien f,g: A — R Funktionen.
1. Wenn f und g stetig sind in a, dann sind auch f 4 g und f - g stetig in a.
2. Wenn f und g stetig sind in a und g(a) # 0, dann ist auch § stetig in a.
2. Wenn nicht, betrachte man ein paar geschickt gewéhlte Folgen

{27} 0, {v" 120, {251, in A

mit 2¥ — a,y* — a,2¥ — a,... fiir k — co und berechne
lim f(z%), lim f(y*), lim f(z%),...
k—oo k—oo k—o0

2.1. Wenn es eine solche Folge gibt, wobei limy,_,, f(z) nicht existiert, dann
existiert auch lim,_,, f(x) nicht.

2.2. Wenn limy_,, f(zx) = ¢1 und limg_,o f(yx) = ¢2 # {1, dann existiert
lim,_,, f(x) nicht.

2.3. Wenn all diese Folgen den gleichen Grenzwert ¢ liefern, kann man vermuten,
dass lim,_,, f(z) = £. Dann beweise man eine Abschitzung

If(z) =€ < - < p(llz — al])

wobei p: R — Ry( eine Funktion ist mit limy o p(t) = 0. Wenn so eine
Abschéitzung existiert, dann gilt lim,_,, f(z) = ¢.
3. Gelingt so eine Abschétzung nicht, dann zuriick zu 2, aber vielleicht erst
nachdem Maple oder Mathematica eine Skizze angefertigt hat um zu sehen,
was da los ist.
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12.3. Noch mehr Dimensionen

12.3.1. Aquivalente Normen bei endlichen Dimensionen

Definition 12.12 (Aquivalenz der Norm):
Zwei Normen || - || und || - ||| eines normierten Vektorraums V' heifien dquivalent, wenn
es zwei Konstanten cy,co > 0 gibt mit

alle] <l < eoflzl] Ve eV

12.3.2. Limes bei unendlichen Dimensionen

Definition 12.13 (offen in Vektorrdumen):
Sei (V|| - |lv) ein normierter Vektorraum und A C V. A heiBit offen, wenn es fiir jedes
a € A ein r > 0 gibt mit

By(a) ={zeV:|z—a|ly<r}CcA
Definition 12.14 (Folgen-Konvergenz in Vektorrdumen):

Sei (V.|| -|lv) ein normierter Vektorraum und sei {xy};, eine Folge in V und sei
zeV.

e Man nennt {x;}32, eine Cauchy-Folge, wenn

Ve > 03K VeomeN: km > K. = ||z — oy < e

e Man nennt {x;}72, eine konvergente Folge und sagt limy_,, x;, = =, wenn
Ve> 03K VkeN: k> K. = ||op — 2|y <e
Definition 12.15:

Seien (V, || - ||v) und (W, || - |lw) zwei normierte Vektorrdume und sei f: D C'V — W
eine Funktion, a € DY und ¢ € W.

e Man sagt lim,_,, f(x) = ¢, wenn

Ve >030. >0Ve: (0< ||z —ally <d. undx € D)= ||f(x) —ll|w < ¢

e Man sagt f ist stetig in a, wenn

Ve > 030 >0Ve: (] —ally <. undx € D) = ||f(x) — fla)||lw < e
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12.3.3. Alternativ bei Stetigkeit

Definition 12.16 (Urbild):
Sei f: A — B eine Funktion und M C B. Dann bezeichnet man die Menge

fHM) ={z € AJ f(z) € M}

als das Urbild von M unter f.*
= gl

Man bemerke, dass f~! nicht die inverse Abbildung zu f sein muss und auch nicht %
ist. [Definition 12.16| macht sogar Sinn, wenn f nicht invertierbar ist.

Definition 12.17 (relativ offen):
Sei (V|| -||v) ein Vektorraum und sei D C V. Die Menge O C D heifit relativ offen
in D, wenn es eine offene Menge O C V' gibt mit O N D = O.

Die Menge O C D ist genau dann relativ offen in D, wenn fir jedes a € O ein r € R
existiert mit
B.(a)nD C O

wobei B.(a) ={z € V: ||z —alv <r}.

12.4. Extremum

Definition 12.18 (Minimum und Maximum):
Sei (V|| -||v) ein normierter Vektorraum und sei f: D C V — R eine Funktion.

e Sie hat ein globales Minimum in a € D, wenn f(z) > f(a) fiir alle x € D.

 Sie hat ein strenges globales Minimum in a € D, wenn f(z) > f(a) fiir alle
x € D\ {a}.

e Sie hat ein lokales Minimum in a € D, wenn es r > 0 gibt mit f(z) > f(a) fiir
allex € D mit ||x —ally <7

o Sie hat ein strenges lokales Minimum in a € D, wenn es r > 0 gibt mit
f(z) > f(a) fir alle x € D\ {a} mit ||z —al|ly <7

Analog definiert man die verschiedenen Sorten des Maximum.
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12.5. Kompaktheit
Definition 12.19 (offene Uberdeckung):
Sei A C V und {U, }er derart, dass
1. U; C V offen ist fiir jedes i €
2. Uicr Ui D A ({U, }ier iiberdeckt A)
dann heift {U;};c; eine offene Uberdeckung von A.

Definition 12.20 (kompakt):
A C V heifit kompakt, wenn es fiir jede offene Uberdeckung {U;}ic; von A endlich
viele U;,,U,,, ..., U, gibt, die A iiberdecken.

Definition 12.21 (folgenkompakt):
A C V heifit folgenkompakt, wenn jede Folge {x;}32, C A eine konvergente Teilfolge
{zg, 122, hat mit lim,_, z, € A.

12.6. Der Begriff Zusammenhang

Definition 12.22 (zusammenhéngend):
Sei A C V mit (V,||-||v) ein normierter Vektorraum. Die Menge A heilt zusammen-
hangend, wenn es keine Mengen Ay, Ay C A gibt, die folgendes erfiillen:

1. Ay und A, sind beide nicht leer und relativ offen beziiglich A
2. A:A1UA2 UHdAlmAQZQ)

Definition 12.23 (wegzusammenhingend):
Sei A CV mit (V.| -|v) ein normierter Vektorraum. Die Menge A heifit wegzusam-
menhéingend, wenn es zu jedem z,y € A eine Kurve (stetige Funktion) f: [0,1] — V
gibt, mit f(0) =z, f(1) =y und f(]0,1]) C A.

Definition 12.24 (Zusammenhangskomponente):
Sei (V,|| - ||v) ein normierter Vektorraum, sei D C V und x € D.

Kp=|J{AC D: 2z e Aund A zusammenhéngend}

nennt man die Zusammenhangskomponente von D zu x.
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13. Ableitungen in mehr
Dimensionen

13.1. Partielle Ableitungen

Definition 13.1 (partiell differenzierbare Funktion):
Sei f: R"™ — R eine Funktion, sei a € R™ und e; der i-te Einheitsvektor:

ei:(o 010 --- 0)
Man nennt f partiell differenzierbar in « fiir die i-te Verdnderliche, wenn

fla+ he;) — f(a)

A h
existiert. Man schreibt
0:f(a) = lim fla+ he;) — f(a)

h—0 h

und nennt 0; f(a) die i-te partielle Ableitung von f in a.

Definition 13.2 (Gradient):
Sei f: R"™ — R eine Funktion und sei a € R™. Wenn alle n partiellen Ableitungen von
f in a existieren, schreibt man

Vf(a) = (01 /(a), 02f(a),...,0uf(a))

Zum Symbol V sagt man ,Nabla“ und V f(a) nennt man den Gradienten® von f in a.

@ wgl. Definitionen und [28.19

Alternativ schreibt man auch %(;), %(a} oder 2 f(a) statt 9, f(a).

Definition 13.3 (Jacobimatrix):
Fiir f: R" — R™ ist 0;f(a), wenn es existiert, ein Spaltenvektor und V f(a) ist eine
n X m-Matrix:

ofila) ... Ofi(a)
ox1 Oxn
Vi(@)=] : Lo
Ofm(a) .. Ofm(a)
ox1 0xn

Diese Matrix wird Jacobimatrix genannt.

Definition 13.4 (stationirer Punkt):
Sei D C R"™ offen und a € D. Wenn fiir f: D — R gilt V f(a) = 0, dann nennt man a
einen stationdren Punkt fiir f.
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13.2. Richtungsableitungen

Definition 13.5 (Richtungsableitung):
Sei f: R" — R eine Funktion, a € R" und v € R" mit ||v|| = 1. Wenn sie existiert,

nennt man
o) = g L0 = 1)

die Richtungsableitung von [ an der Stelle a in Richtung v.
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14. Mehrdimensionale
Differentialrechnung

14.1. Differenzierbarkeit

Definition 14.1 (differenzierbare Funktion):
Sei U C R™ offen, f: U — R" eine Funktion und a € R™. Die Funktion f heifit
differenzierbar in a, wenn es eine lineare Abbildung M,: R™ — R" gibt derart, dass

@) = (f0) + Ma(z = )|

7 I = all

=0

Man nennt M, die (totale) Ableitung von f in a und df(a,h) = M,(h) das
Differential.

Definition 14.2 (Niveaumenge):

Sei f: U C R™ — R eine Funktion. Das Urbild von ¢ € R, also f~'({c}), nennt
man eine Niveaumenge von f. Im Fall m = 2 und wenn f differenzierbar ist und
V f(a) # 0, werden wir noch zeigen, dass so eine Niveaumenge in einer Umgebung von
a eine Kurve definiert. Oft nennt man die Niveaumenge dann eine Niveaulinie.

Definition 14.3 (m-mal differenzierbar):
Sei U C R"™ offen und a € U. Man sagt, f ist m-mal differenzierbar in a, wenn fiir
jedes a € N™ mit |a] < m gilt:

e 0°“f existiert in B,(a)

e 0°f ist differenzierbar in a

Achtung: Wir benutzen hier die [Multiindex-Notation| (Bemerkung 14.1)).

( N
Bemerkung 14.1 (Multiindex-Notation):
Die Multiindex-Notation fiir (o, as, ..., a,) = a € N" vereinbart folgende Konven-
tionen:
e al=aq!l-an! !
o Fir (zq,29,...,2,) =2 € C" gilt 2% = 2" - 25 - ... xin

e la|=a;+as+ -+ a, und

. O = OO
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14.1.1. Zusammenfassung

Sei U C R™ offen, f: U >R und a € U.

die partiellen

.A})leltu.n gen = differenzierbar in a = stetig in a
existieren in B.(a) | £ &
und sind stetig in a

X R
174 !
die partiellen Ableitungen die Richtungsableitungen
existieren in a existieren in a

Fir f differenzierbar in a € U, v € R™ mit ||ul| = 1 und dz = (dxy,. .., dz,,) € R™
gilt:

df (a,dz) =V f(a)-dx Ouf(a) =df(a,u) =Vf(a)- u

14.2. Algebraisches Intermezzo

Definition 14.4 (Definitheit):
Sei M € M™"™(R) eine symmetrische Matrix.

o Sie heift positiv definit, wenn es ¢ > 0 gibt derart, dass & - M& > c||€||* V¢ € R™
 Sie heifit positiv semidefinit, wenn & - M & > 0 V¢ € R

o Sie heifit negativ definit, wenn es ¢ > 0 gibt derart, dass & - M¢ < —cl||€]]?
Ve € R™

 Sie heifit negativ semidefinit, wenn & - M¢ < 0VE € R”

o Sie heifit indefinit, wenn sie nicht semidefinit ist

14.3. Zweite Ableitungen und Extrema bei
Polynomen

Definition 14.5 (Hesse-Matrix):
Sei U C R™ offen und a € U. Fiir eine Funktion f: U — R, die zweimal differenzierbar
ist, nennt man

8181f<(l) 81(92f(a) cee Blﬁmf(a)
8281f(a) 8282f(a) cee 828mf(a)
Hy(a) = : . . .

000 f(a) Ondaf(a) - Onduf(a)

die Hesse-Matrix von f in a.
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14.4. Approximation durch Polynome

14.4.1. Das Taylorpolynom

Definition 14.6 (Taylorpolynom):
Sei U C R™ offen und a € U. Fiir eine m-mal stetig differenzierbare Funktion f: U — R

definiert man das Taylorpolynom m-ter Ordnung bei a durch

_ (x —a)? 5
Tonalz) = Y ~——2—0"f(a)

|
|BI<m p!
BEN™

Achtung: Wir benutzen hier die [Multiindex-Notation| (Bemerkung 14.1)).
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15. Inverse Funktionen

15.1. Gleichungen l6sen durch Approximation

15.1.1. Das Newtonverfahren in R

Das Newtonverfahren ist eine Methode zur Funktionswertbestimmung (meistens Null-
stellen) einer nichtlinearen Funktion f(z). Wir nehmen an, dass f: [a,b] C R — R
geniigend glatt. Die Taylorentwicklung um z(®) € [a, b] ergibt:

F@) = Fa®) 4 FEO) i — ) L) - a)?

wobei £ zwischen z und z(© liegt.
Ist (%) nahe bei der Lésung z* und f”(£(?)) nicht zu gro8, dann ist

flz) = @) + f/(2) (@ — 2)

eine gute Approximation an f(x) in einer Umgebung von x*.

Wir benutzen nun f(z) als Ersatz fir f(z) und lésen f(z) = y.
Die Losung verwenden wir dann als erste Naherung an z*:

=20 =720 4 yf_,(];((ox)(;))
Zu einem gegebenen Startwert z(*) definiert man dann die Iterierten:
pEHD) — (k) 4 Yy— f(x(k))
f'(@®)
Gegmetrische Interpretation
[ __—>

15.1.2. Das Newtonverfahren im R"

In diesem Abschnitt betrachten wir das Newtonverfahren zur Nullstellensuche einer nichtli-
nearen Funktion f: G C R" — R™. x* sei eine Nullstelle von f. Unter der Annahme, dass
f stetig differenzierbar ist, ergibt die Taylorreihenentwicklung

f@) = f@) + Vf@@)(z - 2) + O(]le — )
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fiir alle 2 in einer Umgebung von z(*). Hierbei steht O(HxH) fiir eine Funktion ¢(¢) mit

ell=d) —

©(0) =0 und hmgggg

Setzen wir x = 2* und nehmen an, dass (%) nahe genug an der Nullstelle liegt, so erhalten
wir die Ndherung

V)@ - 20) ~ fa7) - fa)
=~ ()

Wie im Skalaren Fall wihlt man nun als nichste Naherung () an z* die Losung des
linearen Gleichungssystems

V@) (z® - 2©@) = — f(2®)

wobei V f(2(®) regulir sein muss.

Dies motiviert die Iterationsvorschrift fiir das Newtonverfahren

mit einem Startwert (%,

15.2. Kontraktionen

Matrixnorm

Sei K € {R,C}, |- ||: K* — R eine Norm und A € R™*" eine Matrix. Dann heift
A
4] = sup 14zl
werr ||z
z#0

die zugeordnete Matrixnorm.

Ax
Bemerkung: ||A| = supxeign ””x”” = SUP,cgn || AT
z#0

lll

= supyer- || Ay||
lyli=1

Definition 15.1 (Kontraktion):
g: G C R™ — R" heift kontrahierend in G beziiglich der Norm || - || im R™, wenn es
eine Konstante 0 < g < 1 gibt, so dass

lg(z) —gW)ll < qllz —yl| Vr,yeG

Die Konstante q heifit Lipschitz-Konstante von g in G und eine Funktion, die diese
Gleichung ertiillt, heifit Lipschitz-stetig; dabei muss nicht ¢ < 1 gelten.
Allgemein heifit x € G ein Fixpunkt von g, wenn g(r) = x.
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15.3. Umkehrfunktionen

Definition 15.2 (HomGomorphismus):
Eine bijektive Abbildung f: A — B nennt man einen Homéomorphismus, wenn f
stetig ist und die Umkehrabbildung f™: B — A existiert und stetig ist.
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16. Implizite Funktionen

16.1. Implizite Funktionen in 2D

[ Theorem 16.1 (Satz iiber implizite Funktionen in 2D):
Sei f: R? — R eine zweimal differenzierbare Funktion. Sei (a,b) € R? derart, dass
f(a,b) =0 und Oz f(a,b) # 0. Dann gibt es eine Umgebung B,(a) x Bg(b) von (a,b)
und eine differenzierbare Funktion g: B,(a) — R mit g(a) = b derart, dass:

e Fir (z,y) € By(a) x By(b) gilt f(z,y) =0 <= y = g(z)

e Firx € B,(a) gilt ¢'(x) = _<m>
’ y=g(x)

|

( Bemerkung 16.1:
Fir z € B,(a) gilt f(z,g(x)) =0.

&
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17. Integrale in mehreren
Dimensionen

17.1. Volumen

Prinzipien eines Volumen

Die geometrisch inspirierten Prinzipien fiir ein Volumen sind:
1. Fir a,b € R mit b > a setzen wir volg(a,b) = b — a und volg({a}) =0
2. Wenn A C R” und B C R™ beide ein Volumen haben, dann gilt

VOlgn+m (A X B) = volga(A) volgm (B)

3. Wenn A, B C R" beide ein Volumen haben und A N B = (), dann gilt
volgn (A U B) = volgn (A) + volga(B)

4. Wenn A, B C R" beide ein Volumen haben und A C B, dann gilt

VOan (A) S VOan (B)

Wir nennen B := [a1,b1) X -+ X [ap,bp) ={x € R": q; <x; <b;Vi=1,...,n} mit
a;,b; € R und a; < b; einen Block in R".

Wir setzen vol ([al, bi) X -+ X [ay, bn)> =TI, (b — a;).

Weiterhin definieren wir fir 2 = Ule B;, wobei By,..., B, paarweise disjunkte
Blocke sind, das Volumen durch Addition der einzelnen Volumen:

i U 5) = 3 v

=1

Definition 17.1 (dufleres und inneres Volumen):
Sei 2 C R™ eine beschrankte Menge.

o Wir nennen {B;}!_, eine duBere Familie von Blécken zu Q, wenn Q C U'_, B
Das auBere Volumen von () wird definiert als

¢
vol,(Q2) = inf{vol(U B,-) : {Bi}le ist eine dubere Familie von Blocken zu Q}

i=1

o Wir nennen {B }¢_, eine innere Familie von Blécken zu €2, wenn B; N Bj =0
fiir i # j und US_ C ). Das innere Volumen von () wird definiert als

1 B
Z ~ ~
voli, (Q) = sup{ (U B,-) . {B;}_, ist eine innere Familie von Blécken zu Q}

=1
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Definition 17.2 (Volumen):
Wenn vol, (€2) = vol;,,(€2), dann sagen wir 2 hat ein Volumen* und schreiben

vol(€2) = vol,(2) = vol;,,(£2)

17.2. Integrale durch Ober- und Untersummen

Definition 17.3 (Ober- und Untersumme):
Sei 2 C R"™ ein Gebiet mit endlichem Volumen und f: ) — R eine nichtnegative

Funktion. Setze f(x) =0 fiir x ¢ Q.

1. Wir nennen Oy € R eine Obersumme, wenn es eine dufiere Familie von Blocken
{B;}_, zu Q gibt und es f; € R (i = 1,...,() gibt derart, dass

1.1. U_, B> Q
1.2. f, > f(x) fiirx € B;
1.3. Op = X0_, f.vol(B;)

2. Wir nennen Uy € R eine Untersumme, wenn es eine innere Familie von Blocken
{B;},_, zu Q gibt und es f,€R (i=1,...,{) gibt derart, dass

21. UL, B, CQ
2.2. f, < f(x) fir z € B;
2.3. Up = Y4, f,vol(B)

Definition 17.4 (R-Integral):
Sei 2 C R"™ ein Gebiet mit endlichem Volumen und f: ) — R eine nichtnegative

Funktion. Wir nennen f R-integrierbar iiber §2, wenn
Iy :=sup{U;: Untersummen fiir f auf Q} = inf{Oy: Obersummen fiir f auf Q}

und Iy € R. Wir nennen diese Zahl das R-Integral fiir f auf ) und schreiben

/Qf(x)dﬂf = Iy

Integrale sind hier nur fiir nichtnegative Funktionen definiert. Fiir negative Funktionen
und Funktionen mit Vorzeichenwechsel betrachtet man f* und f~ getrennt. Die
Funktionen f* und f~ definiert man als

ff(z) = max(f(x),O) und f~(x) = —min(f(x),O)
Es folgt, dass f* und f~ nichtnegative Funtionen sind und dass

fl@) = fr(z) - f(2)
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Definition 17.5 (R-integrierbar):
Wir nennen f: Q — R R-integrierbar tiber 2, wenn sowohl [, f*(x)dx als auch
J [~ (x) dz R-integrierbar iiber Q sind und setzen

/Qf(:v)dx ::/QfJ“(:v)dx—/Qf_(x)dx

17.3. Alternative Koordinatensysteme

17.3.1. Polarkoordinaten

Definition 17.6 (Polarkoordinaten):
Sei P ein Punkt in der Ebene mit kartesischen Koordinaten (z1,z2) € R% Wenn

r € Rsg und ¢ € [0,27) derart sind, dass
xy =rcosp und rg =rsing

dann nennt man (r, p) die Polarkoordinaten von P.

17.3.2. Zylinderkoordinaten

Definition 17.7 (Zylinderkoordinaten im R?):
Sei P ein Punkt im Raum mit kartesischen Koordinaten (x1,zy,x3) € R3. Wennr € R,
¢ € [0,27) und z € R derart sind, dass

Ty =TCcosy, To =rsiny und r3 =2

dann nennt man (r, ¢, z) die Zylinderkoordinaten von P.

Allgemein fiir R™ siehe [Abschnitt 25.3

17.3.3. Kugelkoordinaten

Definition 17.8 (Kugelkoordinaten im R3):
Sei P ein Punkt im Raum mit kartesischen Koordinaten (xy, 3, z3) € R3. Wenn
r € Rsg, ¢ €10,27) und 6 € [0, 7] derart sind, dass

x1 =rsingsinfg, xy =rcospsing und x3 = rcosf

dann nennt man (r, ¢, 0) die Kugelkoordinaten von P.

Allgemein fiir R"™ siehe [Abschnitt 25.3

Mathematica-Implementierung im Anhang.
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  RowBox[{

   RowBox[{

    RowBox[{

     RowBox[{"Vol", "::", "usage"}], "=", 

     "\"\<Berechnet Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel\>\""}], ";"}], 

   "\[IndentingNewLine]", 

   RowBox[{

    RowBox[{

     RowBox[{"Vol", "[", 

      RowBox[{"n_Integer", "/;", 

       RowBox[{"n", ">", "0"}]}], "]"}], ":=", 

     RowBox[{

      RowBox[{"(", 

       RowBox[{"Pi", "^", 

        RowBox[{"(", 

         RowBox[{"n", "/", "2"}], ")"}]}], ")"}], "/", 

      RowBox[{"(", 

       RowBox[{"Gamma", "[", 

        RowBox[{"1", "+", 

         RowBox[{"n", "/", "2"}]}], "]"}], ")"}]}]}], ";"}], 

   "\[IndentingNewLine]", 

   RowBox[{

    RowBox[{

     RowBox[{"Ober", "::", "usage"}], "=", 

     "\"\<Berechnet Oberfl\[ADoubleDot]che der n-dimensionalen \

Einheitskugel\>\""}], ";"}], "\[IndentingNewLine]", 

   RowBox[{

    RowBox[{

     RowBox[{"Ober", "[", 

      RowBox[{"n_Integer", "/;", 

       RowBox[{"n", ">", "0"}]}], "]"}], ":=", 

     RowBox[{"n", "*", 

      RowBox[{"Vol", "[", "n", "]"}]}]}], ";"}], "\[IndentingNewLine]", 

   "\[IndentingNewLine]", 

   RowBox[{

    RowBox[{

     RowBox[{"kugkoord", "::", "usage"}], "=", 

     "\"\<Gibt Kugelkoordinaten der Dimension n zur\[UDoubleDot]ck\>\""}], 

    ";"}], "\[IndentingNewLine]", 

   RowBox[{

    RowBox[{

     RowBox[{"kugkoord", "[", 

      RowBox[{"n_Integer", "/;", 

       RowBox[{"n", ">", "0"}]}], "]"}], ":=", 

     RowBox[{"Join", "[", 

      RowBox[{

       RowBox[{"{", 

        RowBox[{"Times", "@@", 

         RowBox[{"Union", "[", 

          RowBox[{

           RowBox[{"{", "r", "}"}], ",", 

           RowBox[{"Table", "[", 

            RowBox[{

             RowBox[{"Sin", "[", 

              SubscriptBox["\[Phi]", "i"], "]"}], ",", 

             RowBox[{"{", 

              RowBox[{"i", ",", "1", ",", 

               RowBox[{"n", "-", "1"}]}], "}"}]}], "]"}]}], "]"}]}], "}"}], 

       ",", 

       RowBox[{"Table", "[", 

        RowBox[{

         RowBox[{"r", " ", 

          RowBox[{"Cos", "[", 

           SubscriptBox["\[Phi]", 

            RowBox[{"j", "-", "1"}]], "]"}], 

          RowBox[{"Times", "@@", 

           RowBox[{"Table", "[", 

            RowBox[{

             RowBox[{"Sin", "[", 

              SubscriptBox["\[Phi]", "i"], "]"}], ",", 

             RowBox[{"{", 

              RowBox[{"i", ",", "j", ",", 

               RowBox[{"n", "-", "1"}]}], "}"}]}], "]"}]}]}], ",", 

         RowBox[{"{", 

          RowBox[{"j", ",", "2", ",", "n"}], "}"}]}], "]"}]}], "]"}]}], ";"}],

    "\[IndentingNewLine]", "\[IndentingNewLine]", 

   RowBox[{

    RowBox[{

     RowBox[{"kugdet", "::", "usage"}], "=", 

     "\"\<Berechnet Determinante der Kugelkoordinaten in Dimension n\>\""}], 

    ";"}], "\[IndentingNewLine]", 

   RowBox[{

    RowBox[{

     RowBox[{"kugdet", "[", 

      RowBox[{"n_Integer", "/;", 

       RowBox[{"n", ">", "0"}]}], "]"}], ":=", 

     RowBox[{"Times", "@@", 

      RowBox[{"Union", "[", 

       RowBox[{

        RowBox[{"{", 

         RowBox[{"r", "^", 

          RowBox[{"(", 

           RowBox[{"n", "-", "1"}], ")"}]}], "}"}], ",", 

        RowBox[{"Table", "[", 

         RowBox[{

          RowBox[{

           RowBox[{"Sin", "[", 

            SubscriptBox["\[Phi]", 

             RowBox[{"i", "-", "1"}]], "]"}], "^", 

           RowBox[{"(", 

            RowBox[{"i", "-", "2"}], ")"}]}], ",", 

          RowBox[{"{", 

           RowBox[{"i", ",", "2", ",", "n"}], "}"}]}], "]"}]}], "]"}]}]}], 

    ";"}], "\[IndentingNewLine]", "\[IndentingNewLine]", 

   RowBox[{"(*", 

    RowBox[{"Umwandlung", ":", " ", 

     RowBox[{"Polar", "-", " ", 

      RowBox[{"und", " ", "Kartesische"}], "-", "Koordinaten"}]}], "*)"}], 

   "\[IndentingNewLine]", 

   RowBox[{

    RowBox[{

     RowBox[{"polkart", "::", "usage"}], "=", 

     "\"\<Berechnet Kartesischekoordinaten von (r,\[Phi])\>\""}], ";"}], 

   "\[IndentingNewLine]", 

   RowBox[{

    RowBox[{

     RowBox[{"polkart", "[", 

      RowBox[{"r_", ",", "\[Phi]_"}], "]"}], ":=", 

     RowBox[{"r", 

      RowBox[{"{", 

       RowBox[{

        RowBox[{"Cos", "[", "\[Phi]", "]"}], ",", 

        RowBox[{"Sin", "[", "\[Phi]", "]"}]}], "}"}]}]}], ";"}], 

   "\[IndentingNewLine]", 

   RowBox[{

    RowBox[{

     RowBox[{"kartpol", "::", "usage"}], "=", 

     "\"\<Berechnet Polarkoordinaten von (x,y)\>\""}], ";"}], 

   "\[IndentingNewLine]", 

   RowBox[{

    RowBox[{

     RowBox[{"kartpol", "[", 

      RowBox[{"x_", ",", 

       RowBox[{"y_", "/;", 

        RowBox[{"y", "\[NotEqual]", "0"}]}]}], "]"}], ":=", 

     RowBox[{"{", 

      RowBox[{

       RowBox[{"Sqrt", "[", 

        RowBox[{

         RowBox[{"x", "^", "2"}], "+", 

         RowBox[{"y", "^", "2"}]}], "]"}], ",", 

       RowBox[{"ArcTan", "[", 

        RowBox[{"x", ",", "y"}], "]"}]}], "}"}]}], ";"}], 

   "\[IndentingNewLine]", "\[IndentingNewLine]", 
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    RowBox[{"SetAttributes", "[", 

     RowBox[{

      RowBox[{"{", 
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   3.631541722945887*^9, 3.631542041504175*^9}, {3.6316011552268405`*^9, 

   3.6316012440459204`*^9}, {3.631607088630692*^9, 3.631607134035289*^9}, 

   3.631607751007578*^9, {3.631608267604125*^9, 3.631608373533184*^9}, {

   3.685437838932596*^9, 3.685437879282458*^9}, {3.685437910270228*^9, 

   3.6854379443848667`*^9}, {3.6854380134257965`*^9, 

   3.6854381445312233`*^9}, {3.6854382377194276`*^9, 

   3.6854382890637007`*^9}, {3.6854383429436665`*^9, 

   3.6854383595067225`*^9}, {3.6854384298867702`*^9, 3.685438519701723*^9}, {

   3.685637637509144*^9, 3.6856376387919993`*^9}, {3.685637705957159*^9, 

   3.685637934524537*^9}, {3.685637977195989*^9, 3.6856379827016554`*^9}, {

   3.685857772280779*^9, 3.6858577787233176`*^9}, {3.68585785303927*^9, 

   3.6858579522515388`*^9}}],



Cell[BoxData[

 RowBox[{

  RowBox[{"(*", "Funktionstest", "*)"}], "\[IndentingNewLine]", 

  RowBox[{

   RowBox[{"Vol", "[", 

    RowBox[{"Range", "[", 

     RowBox[{"1", ",", "10"}], "]"}], "]"}], "\[IndentingNewLine]", 

   RowBox[{"Print", "[", 

    RowBox[{"\"\<Volumen von B_1(0) in Dimension 2: \>\"", ",", 

     RowBox[{"Vol", "[", "2", "]"}]}], "]"}], "\[IndentingNewLine]", 

   RowBox[{"Print", "[", 

    RowBox[{"\"\<Oberfl\[ADoubleDot]che von B_1(0) in Dimension 3: \>\"", ",", 

     RowBox[{"Ober", "[", "3", "]"}]}], "]"}], "\[IndentingNewLine]", 

   RowBox[{"Print", "[", "\"\<Kugelkoordinaten in Dimension 4:\>\"", "]"}], 

   "\[IndentingNewLine]", 

   RowBox[{

    RowBox[{"kugkoord", "[", "4", "]"}], "//", "MatrixForm"}], 

   "\[IndentingNewLine]", 

   RowBox[{

   "Print", "[", "\"\<Determinante der Kugelkoordinaten in Dimension 5:\>\"", 

    "]"}], "\[IndentingNewLine]", 

   RowBox[{"kugdet", "[", "5", "]"}], "\[IndentingNewLine]", 

   RowBox[{"Print", "[", 

    RowBox[{"\"\<polar (1,\[Pi]/2) = kartesisch \>\"", ",", 

     RowBox[{"polkart", "[", 

      RowBox[{"1", ",", 

       RowBox[{"\[Pi]", "/", "2"}]}], "]"}]}], "]"}], "\[IndentingNewLine]", 

   RowBox[{"Print", "[", 

    RowBox[{"\"\<kartesisch (1,1) = polar \>\"", ",", 

     RowBox[{"kartpol", "[", 

      RowBox[{"1", ",", "1"}], "]"}]}], "]"}]}]}]], "Input",

 CellChangeTimes->{{3.685443790553563*^9, 3.685443879518261*^9}, {

  3.685629909811757*^9, 3.6856299131579885`*^9}, {3.6856299494892087`*^9, 

  3.6856299627220316`*^9}, {3.6856301302977486`*^9, 3.6856301562550535`*^9}, {

  3.6856376348943996`*^9, 3.685637655212329*^9}, {3.685637936639948*^9, 

  3.6856379709167986`*^9}, {3.6856380023727694`*^9, 3.6856380715809083`*^9}, {

  3.685857782417785*^9, 3.6858577865745616`*^9}, {3.685857990488079*^9, 

  3.6858583430775905`*^9}, {3.6858583765849714`*^9, 3.6858583880146065`*^9}}],



Cell[BoxData[

 RowBox[{

  RowBox[{"(*", 

   RowBox[{"intsin", " ", "=", " ", 

    RowBox[{"Integrate", "[", 

     RowBox[{

      RowBox[{

       RowBox[{"Sin", "[", "\[Phi]", "]"}], "^", "n"}], ",", 

      RowBox[{"{", 

       RowBox[{"\[Phi]", ",", "0", ",", "\[Pi]"}], "}"}]}], "]"}]}], "*)"}], 

  "\[IndentingNewLine]", 

  RowBox[{

   RowBox[{

    RowBox[{

     RowBox[{"intsin", "[", 

      RowBox[{"n_", "/;", 

       RowBox[{

        RowBox[{"Re", "[", "n", "]"}], ">", 

        RowBox[{"-", "1"}]}]}], "]"}], ":=", 

     RowBox[{

      RowBox[{"(", 

       RowBox[{

        RowBox[{"Sqrt", "[", "\[Pi]", "]"}], " ", 

        RowBox[{"Gamma", "[", 

         RowBox[{

          RowBox[{"(", 

           RowBox[{"1", "+", "n"}], ")"}], "/", "2"}], "]"}]}], ")"}], "/", 

      RowBox[{"Gamma", "[", 

       RowBox[{"1", "+", 

        RowBox[{"n", "/", "2"}]}], "]"}]}]}], ";"}], "\[IndentingNewLine]", 

   RowBox[{

    RowBox[{

     RowBox[{"vol1", "[", 

      RowBox[{"n_", "/;", 

       RowBox[{"n", ">", "1"}]}], "]"}], ":=", 

     RowBox[{"Times", "@@", 

      RowBox[{"Join", "[", 

       RowBox[{

        RowBox[{"{", 

         RowBox[{

          RowBox[{"1", "/", "n"}], ",", 

          RowBox[{"2", "Pi"}]}], "}"}], ",", 

        RowBox[{"intsin", "[", 

         RowBox[{"Range", "[", 

          RowBox[{"1", ",", 

           RowBox[{"n", "-", "2"}]}], "]"}], "]"}]}], "]"}]}]}], ";"}], 

   "\[IndentingNewLine]", 

   RowBox[{

    RowBox[{

     RowBox[{"vol2", "[", 

      RowBox[{"n_", "/;", 

       RowBox[{"n", ">", "0"}]}], "]"}], ":=", 

     RowBox[{"Times", "@@", 

      RowBox[{"intsin", "[", 

       RowBox[{"Range", "[", 

        RowBox[{"1", ",", "n"}], "]"}], "]"}]}]}], ";"}], 

   "\[IndentingNewLine]", 

   RowBox[{"SetAttributes", "[", 

    RowBox[{

     RowBox[{"{", 

      RowBox[{"intsin", ",", "vol1", ",", "vol2"}], "}"}], ",", "Listable"}], 

    "]"}]}]}]], "Input",

 CellChangeTimes->{{3.6855243165447617`*^9, 3.685524362112442*^9}, {

  3.6856003869569635`*^9, 3.685600496251219*^9}, {3.6856006262826614`*^9, 

  3.68560067849065*^9}, {3.6856007413232455`*^9, 3.685600787258875*^9}, {

  3.6856264629349947`*^9, 3.685626540084426*^9}, {3.6856316156883545`*^9, 

  3.685631615947527*^9}, {3.685631898564719*^9, 3.685631908574393*^9}, {

  3.6856380935525565`*^9, 3.685638095903123*^9}, {3.6856381411422825`*^9, 

  3.685638211092918*^9}, {3.6856382527166657`*^9, 3.6856382977426834`*^9}}],



Cell[BoxData[{

 RowBox[{

  RowBox[{"n", "=", 

   RowBox[{"Range", "[", 

    RowBox[{"1", ",", "10"}], "]"}]}], ";"}], "\[IndentingNewLine]", 

 RowBox[{

  RowBox[{"n2", "=", 

   RowBox[{"Insert", "[", 

    RowBox[{"n", ",", "\"\<n\>\"", ",", "1"}], "]"}]}], 

  ";"}], "\[IndentingNewLine]", 

 RowBox[{"Grid", "[", 

  RowBox[{

   RowBox[{"{", 

    RowBox[{"n2", ",", 

     RowBox[{"Join", "[", 

      RowBox[{

       RowBox[{"{", "\"\<Vol\>\"", "}"}], ",", 

       RowBox[{"Vol", "[", "n", "]"}]}], "]"}]}], "}"}], ",", 

   RowBox[{"Dividers", "\[Rule]", 

    RowBox[{"{", 

     RowBox[{

      RowBox[{"2", "\[Rule]", "Red"}], ",", 

      RowBox[{"2", "\[Rule]", "Red"}]}], "}"}]}]}], "]"}]}], "Input",

 CellChangeTimes->{{3.6858585937215347`*^9, 3.6858587652399087`*^9}, {

  3.6858588190908785`*^9, 3.6858588746740055`*^9}}]
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18. Teilmengen und Strukturen

18.1. Topologie, Metrik und Norm

Definition 18.1 (Potenzmenge):
Sei X irgendeine Menge. Die Menge aller Teilmengen von X nennt man Potenzmenge
P(X):

P(X)={A: AC X}

Bemerkung 18.1:

Der Grund, dass man P(X) die Potenzmenge nennt, ist folgender. Wie R® = R{1:23:45}
die Abbildungen von {1, 2,3, 4,5} nach R beschreibt (die 5 Koordinaten), wird {0,1}*
aufgefasst als die Abbildungen von X nach {0,1}. Man findet eine direkte Bijektion
zwischen P(X) und {0,1}* indem man A € P(X) und f € {0,1}* identifiziert durch

Ae X & f(x)
A¢ X e f(z)

1
0

Definition 18.2 (Topologie):

Eine Teilmenge T C P(X) heifit eine Topologie fiir X, falls
1. 0, XeT
2 A eTfiiri=1,... k— N AeT

1<i<k
,Der Schnitt endlich vieler gehort dazu®

3. AT firalleicl = U A, €T

i€l
,Die Vereinigung beliebig vieler gehért dazu*

(X,T) nennt man einen topologischen Raum.

Die Elemente von T nennt man die T -offenen Mengen.

Die offenen Mengen in R™ bilden eine Topologie. Diese Topologie 7 nennt man
Standardtopologie auf R".

Definition 18.3 (Metrik):

Sei X eine Menge und d: X x X — R eine Abbildung, die je zwei Elementen x und y
aus X einen Abstand d(x,y) zuordnet. Die Abbildung d ist eine Metrik, falls fiir alle
x,y,z € X gilt

1. d(z,y) >0

2. d(z,y) =0 <= z=y
3. d(x,y) = d(y, )

4. d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

Das Paar (X, d) heift dann metrischer Raum.
FEin vollstdndiger metrischer Raum wird Fréchet-Raum genannt.
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( Lemma 18.1:

Wenn (X, +,K, -) ein normierter Vektorraum mit Norm || - || ist, dann ist die Abbildung

d, definiert durch d(x,y) = ||x — y|| eine Metrik fir X, d. h. (X,d) ist ein metrischer
Raum.

.
Lemma 18.2:
Wenn (X,d) ein metrischer Raum ist, dann ist

T={AeP(X):Vae AIr e R, U.(a) C A} (18.1)
eine Topologie fir X, d.h. (X,T) ist ein topologischer Raum.
_ J
N induziert Metrik induziert TOp ologie
[Cemma 181 [Cemma 132

Definition 18.4 (Hausdorff-Eigenschaft):
Man sagt, dass (X,T) die Hausdorff-Eigenschaft hat, wenn es fiir alle z,y € X mit
x # y Umgebungen U von x und V' von y gibt, so dass UNV = ).

[ Satz 18.1:
Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei x,y € X mit x # y. Dann gibt es Umgebungen
U von x und V vony mit UNV = .

. J

( Bemerkung 18.2:
Anders gesagt: Wenn die Topologie 7 auf X durch eine Metrik definiert ist wie in
(18.1]), dann hat (X, 7T) die Hausdorff-Eigenschaft.

_

( Bemerkung 18.3:
Ist X eine beliebige Menge, so ist die diskrete Metrik d: X x X — R auf X definiert

durch
0 fallsx =y

d =
(@9) %.h%x%y

Die diskrete Metrik ordnet also jedem Paar verschiedener Punkte den identischen
_ Abstand 1 zu.

Definition 18.5 (diskrete Topologie):
Sei X eine Menge. Die diskrete Topologie auf X ist die Topologie, unter der alle
Teilmengen von X offen sind. Ein Raum, der die diskrete Topologie trégt, heiit diskret.

Die diskrete Topologie wird von der diskreten Metrik induziert.
(. J

( Bemerkung 18.4:
Wenn X endlich ist, ist nur die diskrete Topologie P(X) hausdorffsch.

(. J
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18.2. Basis und Produkt bei Topologien

Definition 18.6 (Basis der Topologie):
Sei (X, T) ein topologischer Raum. Man nennt B C T eine Basis fiir die Topologie T,

wenn es fiir jedes T' € T Basiselemente {B; € B: i € I} derart gibt, dass T = U B;.
icl

Lemma 18.3:

Sei (X, T) ein topologischer Raum und sei B C T. Wenn es zu jedem v € X und
jedem T € T mit x € T ein Element B € B gibt mit x € B C T, dann ist B eine
Basis fiir die Topologie T .

Definition 18.7 (Produkt-Topologie):

Seien (X1,7;) und (X, 73) topologische Raume. Dann definiert man die Produkt-
topologie auf X, x X, als die kleinste Topologie T, die alle Mengen Ty X T5 fiir T} € Ty
und T, € T5 enthélt. Man schreibt T =T, @ Ts.

Lemma 18.4:
Seien T, und 7T,, die Standardtopologien auf R™ und R™. Die Standardtopologie auf
R .= R" x R™ ist die Produkttopologie von T, und T,,.

18.3. o-Algebra

Definition 18.8 (o-Algebra):
FEine Klasse A von Teilmengen aus X, also A C P(X), heifit eine o-Algebra iiber X,
falls

1. XecA
2 Ae A= ACc A

3. Ape Afiiralleke N— |J A, € A
keN

Die Mengen in A nennt man A-messbar.
(X,.A) nennt man einen messbaren Raum.

Definition 18.9 (Produkt-o-Algebra):

Seien (X1, A;) und (Xs, Az) messbare Ridume. Dann definiert man die Produkt-o -
Algebra auf X, x X5 als die kleinste o-Algebra A, die alle Mengen Ay x A, fiir A; C A
und As C Ay enthéalt. Man schreibt A = A; @ As,.

18.4. Borel-o-Algebra

Definition 18.10 (Borel-o-Algebra):
Sei X eine Menge und T C P(X) eine Topologie. Dann nennt man Ar, d.h. die
kleinste o-Algebra, die T enthalt, die zu (X,T) gehérende Borel-o-Algebra.
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19. Mafle

19.1. Stetige Funktionen

Definition 19.1 (stetige Funktion):
Seien (X,S) und (Y,T) zwei topologische Ridume. Dann nennt man eine Funktion
f: X =Y S-T-stetig, wenn fiir jedes T € T gilt, dass f~'(T) € S.

Lemma 19.1:

Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume und seien S und T die durch die Metriken
dx beziehungsweise dy definierten Topologien. Dann stimmt die klassische Definition
der Stetigkeit mit der von Stetigkeit von topologischen Rdumen tiberein.

19.2. Messbare Funktionen

Definition 19.2 (messbare Funktion):
Seien (X, A) und (Y, B) zwei messbare Raume. Dann nennt man eine Funktion
f: X =Y A-B-messbar, wenn fiir jedes B € B gilt, dass f~*(B) € A.

[ Satz 19.1:
Seien (X, T) und (Y,S) zwei topologische Riume und sei f: X — Y T-S-stetig. Dann
ist f Ar-As-messbar.

-

Lemma 19.2:
Sei S C P(Y) und sei f: X — Y eine Funktion. Dann ist f~'(As) eine o-Algebra
auf X.

[ Lemma 19.3:
Sei S CP(Y) und sei f: X =Y eine Funktion. Dann gilt f~'(As) = Ap-1s).

19.3. Definition eines Mafles

Definition 19.3 (Maf):
Sei (X,.A) ein messbarer Raum. Dann heifit p: A — [0, 00| ein (positives) MaB, wenn

1 @) =0
2. p ist o-additiv®

(X, A, 1) nennt man einen MaBraum.
Wenn auBerdem p1(X) < 0o, dann nennt man das Mafi j endlich.
Wenn 1(X) = 1, nennt man u ein WahrscheinlichkeitsmaB.

@ pgl. |Deﬁnition 19.4| (]Additivitéitl)
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Definition 19.4 (Additivitat):
Man nennt eine Mengenfunktion p1: X — [0, o]

1. o-additiv, wenn fiir jede paarweise disjunkte Folge { A, }nen C X gilt

[ (U An) = u(Ay)

neN neN

2. additiv, wenn fiir jede paarweise disjunkte Menge A1, ..., A, € X gilt
k k
n=1 n=1

Achtung: o-Additivitat impliziert Additivitat.

[ Satz 19.2:
Sei (X, A, u) ein Mafiraum. Dann gilt fir A, B, A; € A:

1. AC B= pu(A) < u(B)
2. (AN B) 4+ u(AU B) = u(A) + u(B)
3. Wenn A, C Anq1 fiir alle n € N, dann ist {iu(A,) }nen eine wachsende Folge

und
Jim p(A,) = p (U Ak)

keN

4. Wenn A, D Anq1 fir alle n € N und u(Ag) < oo, dann ist {iu(An) bnen eine
fallende Folge und

lim i(An) = p (ﬂ Ak)

n—o00
keN

19.4. Nullmengen und Vollstandigkeit

Definition 19.5 (Nullmenge):
Sei (X, A, ) ein Maffiraum. Man nennt A € A eine Nullmenge, wenn p(A) = 0.
Ein MaBraum heifit vollstandig, wenn jede Teilmenge einer Nullmenge wiederum eine

Nullmenge ist.

Lemma 19.4:
Abzihlbare Vereinigungen von Nullmengen sind wiederum Nullmengen.
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( Satz 19.3:
Sei (X, A, u) ein Mafiraum. Setzt man

A={AUAy: A€ A und es gibt eine Nullmenge N € A mit Ay C N}

und (AU Ag) = pu(A), dann gilt
1. A ist eine o-Algebra
2. T ist ein wohldefiniertes Mafs

3. (X, A, ) ist ein vollstindiger MafSraum

19.5. AuBeres Maf

Definition 19.6 (Subadditivitit):
Man nennt eine Mengenfunktion p: X — [0, o]

1. o-subadditiv, wenn fiir alle { A, }nen C X gilt

0 (U An) <> (A

neN neN

2. subadditiv, wenn fiir jede Menge Ay, ..., A, € X gilt

p <CJ An) < iju(An)

n=1 n=1

Definition 19.7 (dufleres Maf):
Eine Abbildung p*: P(X) — [0, 0o] nennt man ein duBeres MaB auf X, wenn

1 p(0)=0
2. VA, BeP(X): AC B= p*(A) < p*(B)
3. p* ist o-subadditiv

Definition 19.8 (Auswahlaxiom):
Wenn A eine Menge nicht-leerer Mengen ist, dann gibt es eine Auswahlfunktion:
Fiir alle Mengen A € A kann man ein Element a € A bestimmen. Anders gesagt:

3f: A= |J Amit VA e Agilt f(A) € A
AcA

Die meisten Mathematiker nehmen das Auswahlaxiom als Voraussetzung.
In der Mathematik ist ein Axiom ein nicht deduktiv ableitbarer und widerspruchsfreier
Grundsatz.

141



MafBe

Definition 19.9 (Pramaf):
Eine Mengenfunktion j1: X — [0, 00] von dem Mengensystem X heifst PrdmaB, wenn
sie die folgenden Eigenschaften erfiillt:

1. pu(@)=0
2. u ist o-additiv

Im Gegensatz zu einem Mafl muss der Definitionsbereich eines Pramafles keine
o-Algebra sein.

Ein PramaB heifit o-endlich, wenn es eine Zerlegung (A;);en von € in X gibt, so dass
p(A;) < oo fiir alle i € N gilt.

Das Zd@hlmaB ist ein spezielles Maf}; das Mengen die Anzahl ihrer Elemente zuordnet.
Formal l&sst sich das Zahlmafl auf einem Mafraum (Q, P(Q)) definieren.
Das Zahlmafl einer Menge A C € ist wie folgt definiert:

|A| falls A endlich ist
p(A) = L
oo falls A unendlich ist

Es sei ein messbarer Raum (2, A) gegeben. Zu jedem Punkt z € Q wird eine
zugehorige Abbildung §, definiert, die jeder Menge A € A den Wert 1 zuordnet,
wenn sie z enthélt, und den Wert 0, wenn sie z nicht enthélt:

5.(A) = {1 falls z € A

0 sonst

Die Abbildung 6, : A — [0, 1] ist dann ein Maf und wird Dirac-MaB oder PunktmaB
im Punkt z genannt. Wegen §,(€2) = 1 ist §, sogar ein Wahrscheinlichkeitsmafl und
(Q,A,0,) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

( Lemma 19.5:
Seien B C P(X) und v: B — [0,00] derart, dass:

1. 0eBundv(®) =0
2. X kann mit abzahlbar vielen B; € B dberdeckt werden:

HB;}ien C B derart, dass U B =X

ieN

Dann ist p*: P(X) — [0, 00], definiert durch

w(A) = inf {Zy(Bi): B; € Bund A C U B,}

€N €N

ein dufleres Mafl auf X
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19.5.1. Das auflere Lebesgue-Maf}

Definition 19.10 (dufleres Lebesgue-Maf3):

Wir nennen [ay,by) X -+ X [ay,,b,) einen Block in R™.

Wir setzen vol ([al, by) X -+ X [ap, bn)> =TI (b — a;).

Sei B die Menge aller Blécke in R"™. Wir definieren das dufiere Mafi A} : P(R™) — [0, o0
durch

/\:L(A) = inf {Z VOI(RZ')Z Rz € B, AC U RZ}

ieN 1€EN

! heiBt das n-dimensionale duBere Lebesgue-MaB auf R".

19.5.2. Auflere Hausdorff-Mafe

Definition 19.11 (dufleres Hausdorff-Ma#):
Sei s > 0, ¢ > 0 und B. die Menge aller Kugeln in R" (inklusive die leere) mit r € [0, €]:

B.(x) := {y ER™: |z —vy| < r}

Wir definieren hs: P(R™) — [0, 00| durch

hS(A) = inf {Z(radius(Bi))s: BeB., AclJ Bi}

iEN ieN
und

HL(A) = lim bi(A)

h* heiBt das s-dimensionale duBere Hausdorff-Mal3 auf R".

Definition 19.12 (Hausdorff-Dimension):
Wenn es fiir S C R" eine Zahl sy € [0,n] gibt, so dass

1. hi(S) =0 falls s > sq4
2. hi(S) = oo falls s < s4

erfiillt sind, sagt man S hat Hausdorff-Dimension s,.

p
Bemerkung 19.1:

Normalerweise werden Hausdorff-Mafle iiber den Durchmesser einer Menge definiert,

anstatt wie oben iiber den Radius. Es ist fir £ C X

d(E) =sup{x —y: x,y € £}

L der Durchmesser von FE.
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19.6. Vom aufleren Maf3 zum Maf3

Definition 19.13 (pu-messbar):
Sei pu* ein duBeres MafB auf X. Man nennt A € P(X) p*-messbar, wenn fiir jedes
B e P(X) gilt:

W*(AN B) + 5 (A1 B) < w*(B)

Die Menge aller p*-messbaren Mengen wird mit A(u*) bezeichnet.

Satz 19.4 (Caratheodory):
Sei p* ein dufseres Maf$ auf X . Dann ist (X, A(p*), “TA(u*)) ein vollstandiger Mafraum.

Definition 19.14 (induziertes Maf):
Wenn p* ein dufleres Mafl auf X ist und (X, A(p*), “TNM*)) der zugehérige vollstandige
Mafraum, dann nennt man f1 = i s,+ das von p* induzierte MaB.
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20. Lebesgue-Maf3

20.1. Lebesgue-Mafl und Borel-Mengen

Definition 20.1 (Lebesque-Maf):
Sei X = R™. Das vom duferen Lebesgue-Ma# induzierte Mafl nennt man das Lebesgue-
MaB. Man schreibt (R™, L, \).

Satz 20.1:
Sei T C P(R™) die Standardtopologie und sei L C P(R™) wie beim Lebesgue-Mays.
Dann gilt T C L.

Definition 20.2 (Distanz):
Die Distanz d: P(R") x P(R") — [0, 00) definiert man wie folgt:

d(Ql,Qg) = mf{Hac — y” x € Ql; Yy < QQ}

AuBerdem definiert man d: R" x P(R™) — [0, 00) durch d(x,€s) = d({z}, Q22).

( Lemma 20.1:
Seien Ay, Ay € P(R™) derart, dass d(Ay, As) > 0, dann gilt

N (A; U Ag) = X (A)) + A (Ay)

Hier ist \* das dufSere Lebesqgue-Maf$ auf R™.

|\ J

20.2. Approximieren von auflen und von innen

[ Satz 20.2:
Fir jedes M € L gilt:

AM) =inf{\(O): M C O offen}
AM) =sup{\(K): M D K kompakt}

20.3. Nicht alles ist Lebesgue-messbar

Satz 20.3 (Steinhaus):
Wenn fir A € L C P(R™) gilt, dass A\(A) > 0, dann gibt es § > 0 derart, dass

Bs(0)c A—A:={x—y:x,y € A}
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21. Lebesgue-Integral

21.1. Definition des Lebesgue-Integrals

21.1.1. Fiir einfache Funktionen

Definition 21.1 (einfache Funktion):
Eine Funktion f: X C R™ — [—00, o0] heiit einfach, wenn f(X) abzahlbar ist.

Definition 21.2 (Indikatorfunktion):
Die Funktion x 4: R™ — R ist definiert durch

() 1, z€A
€T) =
xa 0, z¢ A

Man nennt y 4: R™ — R die charakteristische oder Indikatorfunktion von A C R".
Oft schreibt man auch 1 4 statt x 4.

Definition 21.3 (Lebesgue-messbar):
Eine Funktion f: X — Y heifit Lx-Ly-messbar, wenn fiir alle B € Ly gilt, dass
A= fY(B) € Lx. (Vergleiche mit [Definition 19.2 Imessbare Funktion[*)

Mit f~* ist hier [Urbildl (Definition T2.16) gemeint.

Definition 21.4 (Integral):
Fiir eine nichtnegative einfache Funktion f: X C R™ — [0, co] der Form

f@) =" vixa,

ieN
mit A; L-messbar fiir alle i € N, definiert man

/ fdA:{ S A AT ({eol) =0

t€N mit y;€[0,00)

00, AT ({oo})) > 0

Wir definieren
f*(z) = max(f(z),0) und f~(z) = max(—f(x),0)

Es folgt, dass f* und f~ nichtnegative Funtionen sind und dass

fl@) = fT(z) - f(2)
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( Lemma 21.1:
Sei f: X CR" — [—00,00] eine einfache L-L-messbare Funktion. Dann sind f* und
f~ einfache L-L-messbare Funktionen und fX frd\ und fX f~d\ sind wohldefiniert

in [0, o).
& J

Definition 21.5 (Lebesgue-integrierbar):
Sei f: X C R* — [—00,00] eine einfache L-L-messbare Funktion. Man nennt f
Lebesgue-integrierbar auf X, wenn [, f*d\ < oo und [, f~d\ < co. Man setzt in

diesem Fall
/fd)\:/f+d)\—/f_d)\
X X X

21.1.2. Fiir allgemeinere Funktionen

Definition 21.6 (Ober- und Unter-Integral):
Sei f: X C R" — [—o00, 00]. Wir definieren das obere Integral durch

/ fd\ =inf {/ gdX: g: X — R ist einfach, Lebesgue-integrierbar und f < g}
X X

und das untere Integral durch

/ fdX\=sup { / gdA: g: X — R ist einfach, Lebesgue-integrierbar und g < f }
L X X

( Lemma 21.2:
Sei f: X CR" — [—00,00]. Dann gilt

ledA§7de>\

- J

Definition 21.7 (Lebesgue-Integral):
Sei f: X C R" — [—o00, 00]. Wenn

7de>\:/ fA =TeR
J X

heifit f Lebesgue-integrierbar iiber X . Dieses I nennt man das Lebesgue-Integral
von f iiber X und man schreibt
/ fdx:=1
X

Lebesgue-integrierbare Funktionen

Fiir die Menge aller Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf X C R™ schreibt man

L(X) oder £'(X).
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Definition 21.8 (lokal Lebesgue-integrierbar):

Man nennt eine Funktion f: X C R® — R lokal Lebesgue-integrierbar auf X , wenn
fik: K C R" — R Lebesgue-integrierbar iiber jede kompakte Teilmenge K C X ist.
Fiir die Menge aller lokal Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf X C R"™ schreibt
man L, (X) oder L}, (X).

p
Lemma 21.3:

Sei f: X C R" = (—00,00). Wenn man fir jedes € > 0 zwei einfache Lebesgue-

integrierbare Funktionen gy, gs2: X — (—00,00) finden kann derart, dass

1. g1 < f< g
2. fngd)\SfXgld)\‘i‘éf

dann ist f Lebesgue-integrierbar tiber X und

/gld)\ﬁ/fd)\ﬁ/%d)\
X X X

21.2. Von stetig zu integrierbar

Lemma 21.4:
FEine stetige Funktion f: R"™ — R ist L-Ar-messbar.

f ist T-T-stetig

Y
fist Ap-L-messbar = f ist Ar-Ar-messbar
J \

f ist L-L-messbar = f ist L-Ar-messbar

Lemma 21.5:
Sei AM(X) < oo und die Funktion f: X C R" — R ist beschrinkt und L-Ar-messbar.
Dann ist f Lebesque-integrierbar tiber X .

21.3. Kombinationen messbarer Funktionen

( Satz 21.1:
Sei (X, A, n) ein Mafsraum. Seien f,g, fr: X — R A-Ar-messbar fir k € N. Sei
c € R. Dann sind auch

Cf, f+ga fga |f|7 min(fag)v maX(va)a inf fk: hmlnffk7 Supfk und hmsupfk
keN k—o0 keN

k—o0

A-Ar-messbar. Wenn g(x) # 0 fir x € X ist auch ; A-As-messbar.

- J
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21.4. Von integrierbar zu fast stetig

( Lemma 21.6:
FEine lokal Lebesque-integrierbare Funktion f: R™ — R ist L-Asr-messbar.

. J

p
Satz 21.2 (Lusin):
Sei f: R" = R L-Ar-messbar, sei A CR", mit A € L und AM(A) < oo, und seie >0,
dann ezistiert eine kompakte Menge K C A derart, dass

1. M(A\K) <e¢
2. fik ist stetig

21.5. Eigenschaften des Lebesgue-Integrals

( )
Lemma 21.7:

Seien f1, fo: X C R" — R Lebesque-integrierbar tiber X und sei o, 5 € R, dann ist
afi + Bfy Lebesgue-integrierbar tiber X und

/Xaf1+5f2dA:a/Xf1dA+ﬁ/Xf2dA

Lemma 21.8:
Sei f: X1 U Xy CR" — R Lebesgue-integrierbar tiber X, und tiber Xo. Wenn
AMX1 N Xs) =0, dann gilt f ist Lebesque-integrierbar iber X1 U X und

/ fadr= [ far+ | rar
X1UXso X1 Xo

Lemma 21.9:
Falls f1, fo: X C R" — R Lebesgue-integrierbar sind iber X und fi < fo, dann gilt

/f1d>\§/fzd>\
X X
Lemma 21.10:

Falls f: X C R™ — R Lebesque-integrierbar ist iber X, dann ist |f| Lebesque-

integrierbar iber X und es gilt
/fdA‘S/!ﬂdA
X X
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22. Konvergenz in Sorten

22.1. Lebesgue-Klassen

Definition 22.1 (u-fast-iiberall):
Sei (X, A,pn) ein MaBraum. Sei A € A und seien f,g: A — R A-Ar-messbare
Funktionen. Man sagt

f = g pn-fast-iiberall auf A ¢ X

wenn u{x € A: f(z) # g(x)} = 0.
Abgekiirzt: f = g p-f.-i.

Lemma 22.1:
Sei X C R™ L-messbar. Dann ist (Ll(X), Il - ||L1(X)> ein normierter Raum.

22.2. Konvergenz bei messbaren Funktionen

Definition 22.2 (fast-iiberall-Konvergenz):
Sei (X, A, p) ein MaBraum. Sei A € A und seien fy, f: A — R mit k € N A-Ar-
messbare Funktionen. Man sagt:

fx = f fiir k — oo p-fast-iiberall auf A C X

wenn es eine messbare Menge B C A gibt mit u(A\ B) = 0 und fi(z) — f(z) fiir alle
r € DB.

Definition 22.3 (Konvergenz in £'(X)):
Sei f, fi € LY(X) fiir k € N. Man sagt fr — f in L*(X), wenn

Jim [| fy = flleroo =0
Definition 22.4 (Konvergenz im Maf3):

Sei (X, A, n) ein MaBraum. Sei A € A und seien fy, f: A — R mit k € N A-Ar-
messbare Funktionen. Man sagt

fx — f nach dem MaB p auf A C X

wenn fiir jedes € > 0 gilt, dass

lim p{z € A: [fi(z) = f2)| 2 e} =0
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Definition 22.5 (gleichmiflige Konvergenz):

Gegeben seien eine Funktionenfolge (f,: Dy C R — R),en die jeder natiirlichen Zahl
n eine reellwertige Funktion zuordnet, und eine Funktion f. Alle f, sowie f seien auf
derselben Definitionsmenge Dy definiert. Die Folge (f,,)nen konvergiert gleichmaBig
gegen f genau dann, wenn

lim sup |fu(z) — f(2)| =0

Man betrachtet hier die absolute Differenz von f,(x) und f(x) fiir alle x aus dem
Definitionsbereich. Die Menge dieser Differenzen ist entweder unbeschrankt oder hat
eine kleinste obere Schranke, ein Supremum. Gleichméfiige Konvergenz von f, gegen
f bedeutet, dass dieses Supremum fiir fast alle n existiert und gegen Null geht, wenn
n gegen unendlich strebt.

Man kann diesen Sachverhalt auch anders definieren: Alle Bezeichnungen seien wie
oben. Dann konvergiert f, gleichmaBig gegen f genau dann, wenn fiir alle € > 0
ein N € N existiert, so dass fiir alle n > N und fiir alle x € Dy gilt:

[fn(z) = fz)| <e

Definition 22.6 (punktweise Konvergenz):
Gegeben sei eine Funktionenfolge f,: D — R mit n € N. Die Funktionenfolge heif3t
punktweise konvergent gegen eine Funktion f: D — R, wenn fiir alle x € D gilt

lim fn(z) = f(z)
Man schreibt dann
Jim. fn = [ punktweise oder f, phtw, (n — o0)
Formal konvergiert f, punktweise gegen f genau dann, wenn
Vee DVe >03dN e NVn > N: |f.(x) — f(z)| <e

das heifit, es muss fiir jedes x und fiir jedes € > 0 eine natiirliche Zahl N geben, so
dass fiir allen > N gilt:

[fulx) = fx)] <e

punktweise

Ry «\“ﬁr‘

’ A fast-tiberall ‘ gleichmafig

4 VAX) < o0 Ry AX) < 0o

L [mem)
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22.3. Egoroft’s Konvergenzsatz

g
Satz 22.1 (Egoroff):

Sei (X, A, n) ein Mafiraum. Sei A € A mit u(A) < oo und seien fi, f: A — R, mit

k € N, A-Ar-messbare Funktionen mit

fx — [ p-fast-iberall auf A fir k — oo

Dann gibt es fiir jedes € > 0 eine A-messbare Menge B C A derart, dass
1. u(A\B) < ¢
2. fx — [ gleichmdf$ig auf B

( Korollar 22.1.a:
Sei (X, A, p) ein Maffraum. Sei A € A mit u(A) < oo und seien fi, f: A — R, mit
k € N, A-Ar-messbare Funktionen. Wenn

fr — [ p-fast-iberall auf A fir k — oo

dann gilt

fe — f im p-Maf auf A fiir k — oo

22.4. Integrale mit Werten in [0, oo]

( Lemma 22.2:
Fir jede nicht-negative L-Ar-messbare Funktion f: X C R" — R gilt [, fdX € [0, 00].
Genauer gesagt, entweder

1. f ist Lebesque-integrierbar nach Definition und fX fdX €10,00), oder
2. man setzt fX fd\ = o0, weil

sup {/ gdA: g: X — R" ist einfach, Lebesque-integrierbar und g < f} = 00
b's

& J
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23. Limes und Integral

23.1. Das Lemma von Fatou

Lemma 23.1 (Das Lemma von Fatou):
Sei X € L und fr.: X C R* — [0,00) mit k € N eine Folge L-Ar-messbarer
Funktionen. Dann gilt

k—o0

/ liminf fr dA < lim inf/ fedA
X k—o0 X

23.2. Monoton oder majorisiert

.
Satz 23.1 (Monotone Konvergenz):

Sei X L-messbar und fr: X C R" — [0,00) mit k € N eine monoton wachsende Folge

L-Ar-messbarer Funktionen:

0<fh<fo< <[ <frn<...

Dann gilt
/ lim fpd\ = lim / fedA
Xkﬁoo k—o00 X

(. J

.
Satz 23.2 (Majorisierte Konvergenz):

Sei X L-messbar und f,: X C R® — R mit k € N eine Folge L-Ar-messbarer

Funktionen mit folgenden Eigenschaften:

1. Es gibt eine Lebesque-integrierbare Funktion g: X — [0,00), also fng)\ < 00,
die die Funktionen |fi| ,majorisiert: | fr| < g A\-fast-uiberall fir alle k € N

2. fr = [ A-fast-iiberall in X fiir k — oo
Dann existiert limy_, o f X fedX in R und es gilt, dass

lim fde:/fd)\
k—00 X X

- J

( Korollar 23.2.a:
Sei f, fr € LY(X) mit k € N derart, dass fr, — f in L(X). Dann gibt es eine Teilfolge
{fx, bien derart, dass fr, — f A-fast-iiberall.
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23.3. Vollstindigkeit von £!(X)

Definition 23.1 (Cauchy-Folge):

Sei (V,+,R, ) ein Vektorraum und p eine Seminorm® auf diesem Vektorraum. Eine
Folge { fi}ken C V heiBBt Cauchy-Folge beziiglich der Seminorm p, wenn es fiir alle
e >0 ein N. € N gibt derart, dass fiir k,l > N, gilt p(fx — fi) < .

e wgl. |Dcﬁnition 1(),2| (]Norm[)

Definition 23.2 (vollstindig beziiglich einer Seminorm):
Ein Vektorraum (V, 4, R, ) heiit vollstandig beziiglich der Seminorm p, wenn es fiir
jede p-Cauchy-Folge { fi }ren C V mindestens eine Funktion f € V' gibt, so dass

Jim p(f = fi) =0

Satz 23.3:
LY(X) ist vollstindig beziglich der Seminorm p definiert durch p(f) = [|f[dA

Definition 23.3 (Banachraum):
Ein normierter Vektorraum (V,+,R, -, | -||), der vollstandig ist beziiglich der Norm
| - ||, heifit Banachraum.

Definition 23.4 (Dicht):

Sei (V,+,R, ) ein Vektorraum mit (Semi-)Norm || -||. Eine Teilmenge Vi, C V' heifit
dicht in V beziiglich dieser (Semi-)Norm, wenn es fiir jedes v € V und € > 0
mindestens ein vy € Vy gibt derart, dass ||[v — vp|| < €.

23.4. Der Vektorraum LP(X)

Definition 23.5 (Lebesgue-Norm):
Sei p € (1,00). Man definiert die Lebesgue-Norm || - || z»(x) fiir L-A7-messbare Funk-
tionen f: X C R" — R wie folgt

1l = ( / |frpdA)”

Man sagt f € LP(X), wenn || f||zr(x) < 0.

23.5. Die Ungleichung von Holder

Satz 23.4 (Die Holdersche Ungleichung):
Sei f € LP(X) und g € LY9X) mit p,q > 1 und % + é =1, dann gilt

1 fallzrxy < N fllecollgllzacx
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f Lemma 23.2:
Sei a,b>0 und p,q > 1 mit L+ . = 1. Dann gilt

1 1
ab < —aP + —b?
p q

(. J

( Lemma 23.3:
Sei a;,b; € R firi € {0,1,2,...,m} und p,q > 1 mit%—i—%: 1. Dann gilt

1
q

1 m
> laibi| < <Z|ai|p> + <Z|bi|q>
i=0 i=0 i=0
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24. Die Lebesgue-Raume

24.1. Der Lebesgue-Raum LP(X)

Fiir eine Lebesgue-messbare Menge X C R"™ und p € (1, 00) wird £P(X) definiert als
die Menge aller £-A7-messbaren Funktionen f: X C R", fiir die gilt

/|f|pd)\<oo
X

p
Satz 24.1 (Die Ungleichung von Minkowski):
Sei f,g € LP(X) mit p> 1, dann gilt

1f+ gllzexy < N fllerix) + 191z

- J
.

Satz 24.2:

LP(X) ist ein vollstindiger Vektorraum beziglich der || - || z»(x)-Seminorm.
- J

24.2. Der Lebesgue-Raum L£>(X)

Definition 24.1 (wesentliche Supremum):
Sei f: X C R" — R eine L-Ap-messbare Funktion. Man definiert fiir £-messbare
A C X das A-wesentliche Supremum auf A durch

ess-supy f = inf{t eR: A({x € A: f(zx) > t}) = 0}

Ahnlich kann man auch das A-wesentliche Infimum auf A definieren.

Definition 24.2 (£>°-Norm):
Man definiert die £>°-Norm || - ||z (x) fiir L-A7-messbare Funktionen
f: X CR" — R wie folgt

| f[l oo (x) = ess-supx| f|

Man sagt f € L2(X), wenn || fl|ze(x) < 00.

( Lemma 24.1:
Fir f € LY(X) und g € L>®(X) gilt

HngEl(X) < ||f\|£1(x)”9”£°°(X)

Fir f.g € L>®(X) gilt

If =+ gllzex) < | fllzoex) + gl 2o x)
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Lemma 24.2:
| - |2 (x) ist eine Seminorm auf L>(X).

24.3. Der Lebesgue-Raum L?(X)

Wenn (-,-): V x V — R ein inneres Produkt® ist, dann ist ||-||: V' — R, definiert
durch

[o]] = /{v, v)

eine Norm. Diese Norm nennt man die vom Skalarprodukt induzierte Norm.

e wgl. |Deﬁnition 10.3| {]inneres Produkt[}

Definition 24.3 (Hilbertraum):
Wenn der Vektorraum (V,+,R, ) ein inneres Produkt (-,-) hat und vollstindig ist
beziiglich der vom inneren Produkt definierten Norm, nennt man ihn Hilbertraum.

( Lemma 24.3:
Fir (£*(X),+,R,-) erfillt (-,-), definiert durch

(u,v):/Xuvd)\

die ersten beiden Bedingungen eines inneren Produktes. Auferdem gilt (v,v) > 0 fiir
L allev e V.

24.4. Stetige lineare Abbildungen

Definition 24.4 (stetig lineare Abbildungen):
Seien (V, || - ||v) und (W, || - ||w) normierte Vektorrdume. Man schreibt

LWV ), (W, 11 [lw))
fiir die Menge aller stetig linearen AbbildungenT: (V.| -|v) — (W, || - [|w)-
Definition 24.5 (Funktional):

Sei V' ein K-Vektorraum mit K € {R,C}. Ein Funktional T ist eine Abbildung
T:V =K.
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( Lemma 24.4:
Seien (V,+,R,-, || - [|v) und (W, +,R,-,||-|lw) zwei normierte Vektorriume und sei
T:V — W eine lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. T st stetig in O
2. T ist stetig auf V

3. T ist beschrankt als lineares Funktional:
es gibt My € [0,00) mit | T(v)||lw < Mrl||v|y fir allev eV

4. SUP{M:UGV\{O}}<OO

llollv

5. sup{[|T(v)llw: [Jolly = 1} < o0

Lemma 24.5:
Seien (V, || - |lv) und (W] - |lw) zwei normierte Vektorrdume. Dann wird

CaRmPRUARTHNA)
mit
IT)

lvllv

1T = sup{ veV\ {0}}

L ein normierter Vektorraum.

24.5. Der Darstellungssatz von Riesz

Dualraum

Fiir einen normierten Vektorraum (V/ || - ||y/) definiert man den Dualraum V* als die
Menge aller stetigen linearen Abbildungen T': V' — R, oder anders gesagt:

Ve = L(V, I Iv), (R ] D)

.
Korollar:
Sei (V.|| - |lv) ein normierter Vektorraum. Dann ist || - |

v+, definiert durch

I

ve = sup{|T(v)|: [lvlly =1}

eine Norm auf V*.
| J
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p
Satz 24.3 (Der Darstellungssatz von Frigyes Riesz):
Seip € [1,00) und X C R™ Lebesgue-messbar. Sei % +% =1 falls p € (1,00) und
q = o0 falls p = 1. Dann gilt folgendes:

1. Fir jedes g € LY(X) gehort Ty: LP(X) — R, definiert durch

T,(f) = /X gf A\

zu (LP(X))”
2. Fir jedes T € (LP(X))* gibt es g € LY(X) mit T(f) = [ gf dX

Das Symbol ~ bezeichnet ,ist isomorph zu“. Isomorph fiir normierte Vektorrdume
bedeutet, dass es eine bijektive Abbildung gibt, die die Vektorraumstruktur erhélt
und die Normen vergleichen léasst. (Vergleiche mit [Definition 2,111 fisomorphf)

( Lemma 24.6:
Fir alle g € LY(X) gilt
| Tyl zrx)y = llgllzacx)

- J

( )
Definition 24.6 (isometrische Isomorphie):

Wenn fiir eine Isomorphie Z: (V.|| |lv) — (W, || - |lw) gilt, dass

IZ(Hlw = [ f1lv

dann nennt man I eine isometrische Isomorphie.
(. J
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25. Berechnen der Integrale

25.1. Fubini und Tonelli

r

\

Satz 25.1 (Tonelli):
Fiir eine Ly m)-Ar-messbare Funktion f: R"™™ — [0, 00| gilt:

1. v f(x,y): R" = [0,00] ist Liny-Ar-messbar fir A\, -fast alle y € R™
y = f(z,y): R™ = [0, 00] ist Lim)-Ar-messbar fiir Ap)-fast alle v € R"

2y fxeR" f(@,y) dAgy: R™ = [0, 00] idst Lm)-Ar-messbar
z = fyeRm f(l’, y) d/\(m) R" — [O, OO] 1st ﬁ(n)-AT—messbar

(z,y)€RnT™ yeR™ \J zeRn

rER™ yeR™

r

\

Satz 25.2 (Fubini):
Fiir eine L(4m)-integrierbare Funktion f: R™™™ — R gilt:

1. v f(z,y): R" = R ist Ly)-integrierbar fiir A\im)-fast alle y € R™
y = f(z,y): R™ = R ist Loy -integrierbar fir Apm)-fast alle x € R™

2.y fxeRn f(x,y)dAmy: R™ = R ist Ly)-integrierbar
z = nyRm f(z,y) dAmy: R™ — R ist Ly,)-integrierbar

(w,y)eRT™ yER™ TER™

TER™ yER™

r

&

Satz 25.3:
Fiir jede Menge A € Lpym) gilt:

1. Ay = {y e R™: (x,y) € A} € Ly fiir An)-fast alle x € R?
2. & = Aoy (Ag) ist Liny-Ar-messbar
3. Aman)(A) = [ Aam) (Az) dAw)

Achtung: Dieser Satz ist eine Erweiterung des Cavalierischen Prinzips. Das Integral
in der dritten Zeile ist in [0, 00| definiert.
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25.2. Transformationen

Definition 25.1 (Diffeomorphismus):

Seien X,Y C R" offen. Eine bijektive Abbildung ®: X — Y mit ® und &1
C'-Abbildungen (differenzierbar mit stetiger Ableitung), nennt man ein
Diffeomorphismus von X aufY.

Lemma 25.1:
Sei X,Y CR"™ und sei ®: X — Y ein Diffeomorphismus, dann gilt fir jedes
R =[ay,b1] X -+ X [an, b,] mit R C X, dass

M®(R)) = /R\det V| dA

Lemma 25.2:
Set X, Y C R" und sei ®: X — Y ein Diffeomorphismus, dann gilt fir jedes Q € L(R™)
mit Q C X, dass

AMeQ) = /Q|det V| dA

Satz 25.4 (Transformationssatz):
Seien X, Y C R" offen und sei ® € CH(X — Y) bijektiv mit @™ € CL(Y — X). Wenn
feLly), dann gilt

/fd)\:/(focb)|detV(I>|d)\
Y X

Satz 25.5 (Erweiterter Transformationssatz):

Seien X, Y C R™ und sei ®: X — Y eine C'-Abbildung. Falls Q C X offen ist,
und derart, dass ®jq: Q@ — ®(Q) ein Diffeomorphismus ist, dann gilt fir jede L-A7-
messbare Funktion f: Q — [0, 00), dass

fd)\:/(focb)|dethI>|d/\
®(Q) Q
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25.3. Kugeln und Zylinder

.
Definition 25.2 (Kugelkoordinaten im R"):
Kugelkoordinaten im R" kann man beschreiben durch (r, 1, ..., ¢n—1) mit
T 7 sin 1 sin Y9 sin (g - - - sin Y, _1
To T COS (1 SIN (Vg SIN Y3+ - - SIN Y, 1
T3 T COS (P9 SIN (3 - - - SIN (V1
Tp_o 7 COS Pp—3 SIN (0,9 SIN (), 1
Tp—1 T COS P2 SIN Yy 1
T T COS Y1
mit r € [0,00), ¢1 € [0,27) und ¢a,...,p,—1 € [0,7) oder auch durch x = rw mit
r € [0,00) und w € 0B1(0).

|\ J

Kugelkoordinaten-Determinante

Oy, ..., 2,
det (@1, Zn) =" 1. sin™ 2, 1 -sin™" 3 p,_g ... sin’ @y - sin® ¢y
8(717 P1, ) (pn—l) ~—_——

=i

f Bemerkung 25.1:
Das haufig auftretende Integral von sin™(y) lasst sich dabei mit Hilfe

e von [Abschnitt 9.9.2/16sen oder

o mittels Gamma-Funktion®:
Fiir Re(n) > —1 gilt

[[sorioae = YETC2)
0

r(3+1)
e wgl. |Bemerkung 25.2|
& J
( )
Bemerkung 25.2:
[Die Gamma-Funktion kann fiir komplexe Zahlen z mit Re(z) > 0 iiber das Integral

I'(z) = /000 t*Lexp(—t)dt

definiert werden.

Niitzliche Eigenschaften® liefert die rekursive Definition
B OENG
e I'(1)=1
e I'z+1)=2-T(2) = TI'(n+1)=nl

@ Fiir weitere Eigenschaften und eine erweiterte Definition siehe [Abschnitt 42.1] -
[Die Gamma-Funktionl
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Zylinderkoordinaten

Verallgemeinerte Zylinderkoordinaten bekommt man, indem man Kugelkoordinaten
nur auf eine ,, Teildimension“ anwendet: R” = R™xR"™™ und man nimmt Koordinaten

(Ty 01y« oy Pl Tmtls - - - s Tn)-

f Lemma 25.3:

|3

T
Das Volumen der Einheitskugel in R™ ist gleich ———.
g g L(1+3%)
Der Flacheninhalt der Oberfliche der Einheitskugel in R™ ist gleich i.
9 PR Py
_ 2 J
Dimension ~n |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T w2 8m2 w3 3 4 4 o
Volumen By(0) |2 « % 5 ¢ T Y& I %5 1w
Oberfliche B;(0) | 2 2 d4r 272 30 g3 1600zl 32l
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26. Mannigfaltigkeiten

26.1. Definition einer Mannigfaltigkeit

Lemma 26.1:
Seien U,V C R" offene Gebiete. Wenn f: U — V ein Diffeomorphismus ist und
f€CHU) mit k > 2, dann gilt auch f™ € C*(V).

Definition 26.1 (m-dimensionale Mannigfaltigkeit):
Eine Teilmenge M C R™ heifit m-dimensionale Mannigfaltigkeit in R", wenn zu
jedem x € M

 eine offene Umgebung U, C R™ von x existiert
e ecine offene Menge V C R" existiert

e es einem C'-Diffeomorphismus f: U, — V gibt derart, dass

FUNM)=VN(R"x{0,...,0})

Definition 26.2 (C*-Mannigfaltigkeit):
Sei 2 < k € N. Wenn man fiir jedes x € M so einen Diffeomorphismus [ finden kann
mit f € C*, dann nennt man M eine C*-Mannigfaltigkeit.

Lemma 26.2:
Sei X eine offene Menge in R™ und g: X C R™ — R* eine C'-Funktion. Dann ist
der Graph G = {(z,g(z)): © € X} eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™*.

26.2. Heuristik und Mathematik beim Integrieren

Definition 26.3 (Lange):
Fiir eine stetig differenzierbare Funktion x: [0,T] — R™ definiert man die Ldnge® als

() = /0 12/ ()] it

@ wgl. |D(eﬁnition 10.8| ,jBogenléingef‘

Definition 26.4 (Flacheninhalt):
Seien «, f € R™. Dann definieren wir den Flacheninhalt von

P={zeR":z=t-a+s -0 mits,tel0,1]} durch
1(P) = /(- a)(8-5) — (- B2
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Definition 26.5 (Oberflicheninhalt):
Fiir eine stetig differenzierbare zweidimensionale Kurve (auch Flédche genannt)
x: D C R* — R™ definiert man den Oberflacheninhalt durch

Ox Oz Oz Oz
V01§">(x>:/ det (gtgt gtg) d(t, s)
D Os Ot 0s Os

26.3. Parallelepipeden in hoheren Dimensionen

( Lemma 26.3:
Sei P = {tiag +taag + - + bty : 0 < t; <1 mit 1 <i<m}. Dann gilt

VOISLL)(P) = \/det(ozi . aj)i,j

mit (o - «;)i; die m x m-Matriz der Skalarprodukte des m-Beins zu P.

26.4. Integral iiber eine Mannigfaltigkeit

Definition 26.6 (m-dimensionales Volumen):
Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in R", die man mit der C'-Funktion
k: D C R™ — R" eindeutig beschreiben kann:

M=k(D):={x=k(y) eR":ye D CR™}

Dann setzt man das m-dimensionale Volumen

vol™ (M) = /M flz)dv,, = /D (fok)(y)\/det ((Dik - 05k):) (y) dy

Die Funktion k ist eine Parametrisierung von M. Die Matrix ((&k(y) : ajk(y))i7j>
nennt man die (erste) Fundamentalmatrix zu der Parametrisierung k an der Stelle

p=k(y).

26.5. Immersionen

Definition 26.7 (Immersion):
Seim <n € Nund X C R™ offen. Eine Abbildung f € C'(X — R™) heifit Immersion,
wenn fiir jedes © € X die Matrix V f(x) injektiv ist.

Definition 26.8 (Submersion):
Sei X C R™ offen. Eine Abbildung f € C'(X — R") heiit Submersion, wenn fiir
jedes x € X die Matrix V f(x) surjektiv ist. Es folgt m > n € N.

165 /215




Mannigfaltigkeiten

Fiir eine lineare Abbildung A: V' — W zwischen endlich dimensionalen Vektorrdumen
gilt:

rang A = dimV <= A ist injektiv
rang A = dimW <= A ist surjektiv

Deshalb sind Immersionen die Abbildungen, deren Ableitungen V f(x) fir alle z € X
injektiv sind, und Submersionen die Abbildungen, deren Ableitungen V f(z) fir alle
x € X surjektiv sind.

Insbesondere sind alle Diffeomorphismen sowohl Immersionen als auch Submersionen.

Satz 26.1:

Sei X C R™ offen und sei f € C*(X — R™) mit k > 1 eine Immersion. Dann existiert
fiir jedes x € X eine Umgebung U, C R™ derart, dass f(U,) eine m-dimensionale
C*-Mannigfaltigkeit von R™ ist.

26.6. Lokale Karten und Parametrisierungen

Definition 26.9 (Atlas):
Sei M C R™ eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Man nennt {(pq, Uy): o € A} mit
Yo € CH (U, — R™) und U, C R" offen einen Atlas fiir M, wenn U U, D M (M
acA
wird tiberdeckt von den U, ) und fiir jede o, B € A gilt:
. 9004|UaﬁM ist 1njek1;1V

o (Qajvanm)™: Vo = M mit V,, = 0o (U, N M) ist eine Immersion

Einschriankung

Palu.nm ist die Einschrankung von ¢, auf U, N M, d. h. oyu,am: Uy N M — R™
ist definiert durch o u,nm(x) = @a(z) fiir v € Uy N M.

Das Paar (¢av,nm, Us N M) nennt man Karte. Die Funktion (pa)y,nn)™ ist eine
lokale Parametrisierung.

( Bemerkung 26.1:
Um die ganze Mannigfaltigkeit betrachten zu konnen, reicht eine Karte meistens nicht
aus. Wandert man zum Beispiel tiber den Torus, dann muss man gelegentlich die
Karte wechseln. Eine Mannigfaltigkeit kann iibrigens auch durch mehrere Atlanten
L beschrieben werden.
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26.7. Vektorfelder und Pfaffsche Formen

26.7.1. Der Tangentialraum

Definition 26.10 (Tangentialraum):

Sei M eine m-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit in R™ (mit m < n) und sei p € M. Sei
Y eine Immersion mit ¥(0) = p, die M lokal parametrisiert, und sei R der Bildraum
(Spaltenraum) von Vi (0). Man nennt T,M = (p, R) den Tangentialraum an M im
Punkt p.

Ein Element (p,v) € T,M nennt man Tangentialvektor.

Die Vereinigung TM = Upep T, M nennt man das Tangentialbiindel zu M.

[ satz 26.2:
Sei M eine m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit in R™ (mit m < n) und seip € M.
e Fiir jedes (p,v) € T,M gibt es eine Kurve v € C*((—¢,&) — R™) mit
V(=¢,8) € M, 7(0) = p und +'(0) = v
e Wenn es eine Kurve y € C'((—¢,e) — R™) gibt mit y(—¢,¢) C M und v(0) = p,
dann gilt (p,+'(0)) € T,M

26.7.2. Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten

Definition 26.11 (Vektorfeld):
Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™ (mit m < n). Eine Abbildung
v: M — TM mit v(p) = (p,v(p)) € T,M nennt man Vektorfeld auf M.

26.7.3. Der Kotangentialraum

Definition 26.12 (Kotangentialraum):

Sei M eine m-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit in R™ und sei p € M. Den Dualraum
T5M zu T,M nennt man den Kotangentialraum an M im Punkt p.

Ein Element (p,v) € T; M nennt man Kotangentialvektor.

Die Vereinigung T M = Upey T, M nennt man das Kotangentialbiindel zu M .

26.7.4. Die Pfaffschen Formen

Definition 26.13 (Pfaffsche Form):
Sei M eine m-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit in R™ (mit m < n). Eine Abbildung
a: M — T*M mit o(p) = (p,a(p)) € T, M nennt man Pfaffsche Form auf M.
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26.8. Die Dualitat zwischen Vektorfeldern und
Pfaffschen Formen

Definition 26.14:
Sei 0 < ¢ < k € N und sei M eine C*-Mannigfaltigkeit in R". Man sagt f: M — R!

liegt in CY(M — RY), wenn fiir jede lokale Parametrisierung v: U, — M, die eine
Immersion ist, gilt f o1 € C1(U, — R).

Sei M C R" eine Mannigfaltigkeit und k € N.
 Die Vektorfelder v: M — T'M mit v(p) = (p,v(p)) € T,M und
p > v(p) € C*(M — R") bezeichnet man mit V*(M)
« Die Pfaffschen Formen a: M — T*M mit a(p) = (p, a(p)) € T,M und
p— a(p) € C*(M — R™) bezeichnet man mit O (M)

(T;‘M, T,M), - R
Vektorfeld Pfaffsche Form

peM
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27. Multilineare Algebra

27.1. Antisymmetrische, multilineare Abbildungen

Definition 27.1 (duflere Form):
Sei V' ein Vektorraum itiber R und k € N, . Eine Abbildung

w: Vx---xV-=2DR
kx

1. heift multilinear, wenn fiir jedes i € {1,...,k} und jedes v; € V mit j €
{1,...,k}\ {i} die Abbildung v; — w(vy,...,v;, ..., v) linear ist

2. heiit antisymmetrisch, wenn fiir jedes i,j € {1,...,k} mit i # j und jedes
vyeVmitle{l,... k} gilt:

W(/Ul, coy Vi1, Vi Vi1 -+ 5 Uj—1, Vg, Ujpds - - avk)

—CU(Ul, ey Vi—1, V5, Vi1, - 005 V=1, Vg Vg, - - ,Uk)

So eine Abbildung w nennt man eine duBBere Form von Grad k. Die Menge aller
duBeren k-Formen bezeichnet man mit A*(V*).

Lemma 27.1:
Definiert man Addition und Multiplikation mit Skalaren wie wublich. Fir v; € V und
A € R setzt man

(w1 +w2)(vg, ..oy v8) = wi (v, .o, U) +walvy, ..., k)
@) (0n, ) = Moo, )

dann ist A*(V*) ein Vektorraum diber R.

( Lemma 27.2: )
Fiir dimV = n hat man dim A*(V*) = (Z)
( Korollar: )

Fiir V.=TR" hat man w € A"(V*) genau dann, wenn

w(vy, ..., v,) = cdet(vy, ..., vy,)
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27.2. Das auflere Produkt

Definition 27.2 (dufleres Produkt):
Seien w € A*(V*) und n € A™(V*). Man definiert w An € A™™*(V*) durch

1 .

(WAR)(v1, ., Vkam) = Tl Z sign(o)w(Vs@1), - - Vo)) (Vo(k+1)s - - - s Vo(ktm))
T o€Permyy oy,

Hier sind Permy,,, alle Permutationen von {1,... k+ m} und man nimmt

1

—1, o ungerade Permutation

, o gerade Permutation

sign(o) = {
Man nennt w A n das duBere Produkt von w und 7.

Als duferes Produkt wird es meistens nur beim Produkt zweier 1-Formen bezeichnet.
Allgemein wird es auch Dach-, Keil- oder Hutprodukt genannt.

( Lemma 27.3:
Fiir w € A*(V*) und n € A™(V*) gilt w Anp € AR (V).

[ Satz 27.1 (Rechenregeln fiir das dulere Produkt):
Sei wy € AF(V*), n € A (V*) und v € A™(V*). Es gilt

1. (W1+WQ)A?7:L01A77+602/\77
2. wAn=(—)*nAw

3. (WA Av=wA(nAv)

- J

~
Satz 27.2:
| {er: I geordneter k-Tupel} mit er = e;, A&y, A -+ A&, ist eine Basis fiir A*(V*).

Definition 27.3 (Einhidngung):
Seiv € V und w € A¥(V*) mit k > 1. Dann definiert man die Einhdngung

(v ow)(vr, ... 1) = w(v,v1, .0, VE—1)
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28. Differentialformen

28.1. Ortsabhangige k-Formen

Definition 28.1:
Fiir eine Standardbasis {e, ..., e,} in R definiert man dx; € A((R™)*) fiir
v =€y + -+ v,e, durch

dz;(v) = v

Eine Basis fiir A*((R")*) ist dann
{dmzl/\dxw/\/\dx,k 1< <ig < <zk§n}
Das wiederum heifit, dass jede duflere k-Form w folgende Gestalt hat

W = Z wili2~-~ikdxi1 A dﬂ?iz FANCIIIVAN d(lflk

1<i1 <9< <ip<n

Definition 28.2 (k-Form):
Fiir w;,i,..5, € C(U) mit U C R™, nennt man w eine k-Form der Klasse C' auf U

und schreibt
w e QF(U)

Definition 28.3 (Differential):
Das Differential von f € C"Y(U) mit | > 1 fiir ein offenes U C R™ definiert man

durch 5 5 "5
= Lary oy g, =

0x ox,, o

=1

Bemerkung 28.1:
Da man eine Funktion auf U auch als Nullform auffassen kann, gilt O, (U) = C"(U).
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28.2. Allgemeines Skalarprodukt

28.2.1. Definition des Skalarproduktes

Fir V =R" wird (-,-): V x V — R definiert durch
i=1

Wir bezeichnen (-, -) als Standardskalarprodukt®.

% wgl. [Definition 10.3| (inneres Produkt])

Definition 28.4 (nicht-ausgeartetes Skalarprodukt):
Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum. Die Abbildung g: V x V' — R nennt man ein
nicht-ausgeartetes Skalarprodukt, wenn folgendes erfiillt ist:

1. (vy,v9) = g(v1,v9) ist multilinear
2. g ist symmetrisch: g(vi,vs) = g(vy,v1)

3. g ist nicht-ausgeartet: g(v,w) = 0 fiir alle v € V impliziert w =0

.
Lemma 28.1:

Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und sei g: V x V. — R multilinear und

symmetrisch. Dann sind dquivalent:

1. g ist nicht-ausgeartet
2. fiir jede Basis B fir V gilt det(Mp(g)) # 0
3. es gibt eine Basis B = {by,...,b,} mit

g(bi b)) =0 Vi#j
g9(bi, b)) #0 Vi=j

4. es gibt eine Basis B fiir V derart, dass

1 0 «ev eee eee 0
0 .
o1 e :

Mg(g) = | , L (28.1)
: .0
0 «ov vor e 0 =1

d. h., Mp(g) ist eine Diagonalmatriz mit nur 1 und —1 auf der Diagonalen
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Nennen wir die Zahl der positiven Eigenwerte p und die Zahl der negativen ¢, dann
ist das Paar (p, q) die Signatur des Skalarproduktes g auf der Basis B.

Definition 28.5 (Standardbasis):
Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und sei g: V x V — R ein nicht ausgeartetes

Skalarprodukt auf V.

1. Eine Basis B = {ey,...,e,} derart, dass Mp(g) ist wie in ([28.1)), nennen wir
eine Standardbasis fiir V' beziiglich g

2. Die zugehoérige Standardbasis fiir V* ist dann {dxy,...,dz,} mit

L
dﬂ?i(@j):(si,j:{’ L

0, sonst

28.2.2. Skalarprodukt fiir den Dualraum

Definition 28.6 (Skalarprodukt des Dualraum):

Sei g: V x V' — R ein nicht-ausgeartetes Skalarprodukt und B = {ey,...,e,} eine
Basis fiir V. Dann definiert man das Skalarprodukt fiir den Dualraum

g: AF(V*) x A*(V*) — R mit g"7 = (Mg(g)™"):; wie folgt:

— _ i1J1 40242 ik . ) ) .
g(wy,wy) = Z g g g R (e, e )wa(ey s s e5)
1< << <n
1< <+ <jp<n

fiir wy, wy € AF(V).

28.2.3. Volumenform und Orientierung

Definition 28.7 (Volumenform):

Sei V' ein Vektorraum mit einem nicht-ausgearteten Skalarprodukt g und sei

B = {ey,...,e,} eine Standardbasis mit Mg(g) wie in . Dann nennt man
dV € A"(V*), definiert durch

g(vlael) g(Un,€1>
dV(vy,...,v,) = det : :
g(vi,en) -+ g(vn,en)

die Volumenform zu g.
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28.2.4. Hodge-Operator

Definition 28.8 (Hodge-Operator):
Sei V' ein Vektorraum mit einem nicht-ausgearteten Skalarprodukt g. Fiir w € A™(V*)
definiert man xw € A"~"(V*) als die eindeutige (n — m)-Form derart, dass

wAn=7g(xw,n)dV fiir allen € A""™(V*)

Man nennt *: A™(V*) — A"~™(V*) den Hodge-Operator.

p
Lemma 28.2:
Sei V' ein Vektorraum mit einem nicht-ausgearteten Skalarprodukt g. Dann gilt

1. Sei {e;}"_, eine Standardbasis fir V wie in|Lemma 28.1.4 und seien g; € AY(V*)

derart, dass €;(e;) = 6; ;. Fiir eine Permutation o auf {1,...,n} mit
o(l)<o(2)<---<a(lm)undo(m+1) <o(m+2)<---<o(n)
qgilt
*(Ea(1) NEo2) N+ N Eo(m)) =
(—1)¢ Sign(a>gU(M+1)U(m+1) .. .ga(n)a(n) (Ea(m+1) A Eomea) A e+ A 5U(n))
2. Seiw € A"(V*). Dann gilt

%k W = (—1)m("*m)+qw

3. Seien w,n € A™(V*). Dann gilt

?(*wv *77) = <_1>q§(w77]>

28.3. Wieso?

Warum all dieses? Wir méchten das Werkzeug bereitlegen, um auch bei Mannigfaltig-
keiten zugehorende Integrale auf passende Weise festzulegen und gegebenenfalls auch
zu berechnen. Verwendet man Differentialformen, dann sieht die allgemeine Form
des Satzes von Stokes harmlos aus:

/dw:/ w
M oM

Hier ist M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™ mit (m — 1)-dimensionalem
Rand OM und w € Q77" (M). In einer Dimension sieht dieser Satz ibrigens wie folgt
aus:

[ do=e0) o

174



Differentialformen

28.4. Gradient, Divergenz und Rotation in R"

28.5. Die klassischen Satze von Gaufl und Stokes

Definition 28.9 (Gradient):
Der Gradient fiir f € C'(R")

of
ox1
grad f=Vf=| :
of
Oxn
Definition 28.10 (Divergenz):
Die Divergenz® fiir v € C'(R" — R")
" Qvi 0v1 8vn
divy=V.-v= - .
"l
Definition 28.11 (Rotation):
Die Rotation® fiir v € C'(R® — R")
B U1 € i
rotv =V xov=det| 2L vy es]| = —(%—%)
(9232 81‘1 8173

@ ygl. |Definition 28.21

Definition 28.12 (Laplace-Operator):
Der Laplace-Operator fiir f € C*(R")

n o 2 0 2 0 ?

&

Lemma 28.3:
Wenn ¢: A C R? — R? eine Immersion ist, M = (A) eindeutig parametrisiert ist,
und wenn v ein Vektorfeld auf M ist und do das Oberflichendifferential, dann gilt

//Mv.nda://A(vow)(I;y)- <?ﬁx?§>dxdy

Das Dreibein {n, g—f, %} soll positiv orientiert® sein; n ist ein stetiger Normalen-

einheitsvektor auf M.

@ Wir nennen das Dreiben {a, b, c} C R? positiv orientiert, wenn (a x b,c) > 0
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Satz 28.1 (Gaufl in 3 Dimensionen):
Sei U C R™ offen und beschrinkt und sei OU € C*. Seiv € CH(U — R3) und sei n der
auswdrts gerichtete Normaleneinheitsvektor auf OU und do das Oberflichendifferential.

Dann gilt
// V-vd)\:// v-ndo
U U

Satz 28.2 (Gauf in n Dimensionen):
Sei U C R" offen und beschrinkt und sei OU € C'. Sei v € C1(U — R?) und sei n der
auswdrts gerichtete Normaleneinheitsvektor auf OU und do das Oberflichendifferential.

Dann gilt
/V-vd)\:/ v-ndo
U aU
Korollar 28.2.a:

Sei U C R™ offen und beschrinkt und sei OU € C. Sei f,g € C*(U) und sein der
auswdrts gerichtete Normaleneinheitsvektor auf OU und do das Oberflichendifferential.

Dann gilt
[(@ns-rap)on= [ (o5 )ao

Achtung: % =Vf-n.

|\ J

( )

Satz 28.3 (Stokes klassisch):
Sei M eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit in R3. Seiv € CY({U — R3) und sei n ein
stetiger Normaleneinheitsvektor auf M und do das Oberflichendifferential. Dann gilt

//M(V xv(x)) -ndo = /8Mv(x) -7 ds

wobei der Tangentialvektor T sich zu n links herum dreht.

28.6. Differentialformen zuriickziehen und ableiten

28.6.1. Funktionen auf Differentialformen

Definition 28.13 (zuriickgezogene k-Form):
Sei U C R™ offen und f € C"™1(U — R™). Man definiert fiir w € QF(R™) die von f
zuriickgezogene k-Form f*(w) € QF(R™) durch

(W) (v, . vk) = w(f (p)or, ..., f1(p)og)
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( Lemma 28.4:
Sei U C R" offen und f € C**Y(U — R™). Dann gilt:

L fHw+n) = f(w)+ f(n) firw,ne QFR™)
2. f*(gw) = (go f)f*(w) fir w € QF(R™) und g € C°(R™)
3. [ wAn) = fr(w) A f(n) fir v € QH(R™) und 1 € Q2 (R™)

28.6.2. Differentialformen differenzieren

Definition 28.14 (dufleres Differential):
Sei w € QF(U) mit 1 > 1

W = Z wiliz...ikdxh A d%‘iz VANEIEIAN dxlk

1<d <ig << <n

Das auBere Differential dw definiert man durch

dw = Z dwi1i2---ikdxil AN dIZ‘Q VANRERIA dl‘zk
1<i1 <t < <1 <n
", 0
Wiyig..i
1<iy <ig<--<ix<n j=1 L
[Differential

Lemma 28.5 (Rechenregeln fiir das Differential):
Es gilt:

1. d(w+n) = dw + dn firw,n € Q5U) mit £ > 1

2. d(wAn) =dwAn+ (=1)wAdy firwe QU) und n € QF2(U) mit £ > 1
3. ddw =0 fiir w € Q(U) mit £ > 2

4. f*(dw) = d(f*w) fiir f € CHU — R™) und w € Q5(U) mit £ > 1

28.7. Geschlossene und exakte Differentialformen

Definition 28.15 (geschlossene & exakte Differentialform):
Sei w € QF(U) mit | > 1.

e Diese k-Form w heif}t geschlossen, wenn dw = 0

e Diese k-Form w heiBt exakt, wenn n € QF'(U) existiert mit dn = w

sternformiges Gebiet

Ein Gebiet U heifit sternformig, wenn es a € U gibt derart, dass fiir jedes z € U
gilt, dass [a,z] C U.
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r

\

Satz 28.4 (Das Lemma von Poincaré):
Sei U C R™ sternformig und offen und 1 > 1. Fiir jede geschlossene k-Form w € QF(U)
gibt es eine (k4 1)-Form n € QF~(U) mit dn = w.

s

Bemerkung 28.2:
Fiir eine k-Form w € QF(U) gilt

immer: exakt = geschlossen (Lemma 28.53)
im Allgemeinen: exakt < geschlossen
wenn U sternformig ist: exakt < geschlossen (Satz 28.4))

28.8. Integration von Differentialformen

Definition 28.16 (reguldre Parametrisierung):

Wir nennen (¢,U) mit U C R™ und ¢: U — M eine regulédre Parametrisierung der
m-dimensionalen Mannigfaltigkeit M C R", wenn ¢ € CY(U — R"), ¢(U) = M, v im
Innern von U eindeutig ist und 9o eine Immersion ist.

Definition 28.17:
Sei B := [ay,b1] X -+ X [ag, bx] C R™ ein Block und sei ¢ € C'(B — R™) eine regulire
Parametrisierung von M. Fiir w € Q} (M) gibt es genau ein f € C(B) mit

Y (w) = fdzy Ndxg A -+ Ny,

[ oo

wobei das rechte Integral das n-dimensionale Lebesgue-Integral ist.

und man setzt

28.9. Bedeutung des Integrals

Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit im R”. Man méchte, dass

. / 1dM den m-dimensionalen Flacheninhalt von M darstellt, und
My

. / gdM die m-dimensionale Masse von M mit Gewichtung g darstellt.
My

Wobei g: M — R eine Gewichtsfunktion ist, die man Dichte oder Massendichte nennt.
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Satz 28.5 (Allgemeiner Transformationssatz):
Wenn M C R" eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit ist, die durch ¢ € C1(U — R")
mit U C R™ eindeutig parametrisiert wird, dann findet man fir g: M — R, dass

/ ng—/(gow) det(aw-%> dridzsy ... dz,
M b U 833@ afl?] o

Hier ist dM eine Standardvolumenform auf der m-dimensionalen Mannigfaltigkeit M
mit der gleichen ,Orientierung® wie dzq N\ dxg A --- N dz,, in R™.

Lemma 28.6:

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™ und sei dM die Volumenform.
Sei N C M eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit. Nehme an n(x) € T,M st
ein Normaleneinheitsvektor zu T,N, das heifst n(x) -7 = 0 fir alle 7 € T,N und
n(x)-n(x) = 1. Dann ist

dN = (7’L _ dM)|TN

eine Volumenform auf N.

Bemerkung 28.3:

Wenn man eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit M einschrankt, bekommt man meis-
tens einen Rand, der eine m — 1-dimensionale Mannigfaltigkeit ist. gibt
eine Moglichkeit beide zugehorigen Volumenformen zu vergleichen.

28.10. Gradient, Divergenz und Rotation auf
Mannigfaltigkeiten

Definition 28.18 (duale Differentialform):
Fiir ein Vektorfeld v: M — T'M wird die zum Vektorfeld duale Differentialform w,
vom Grad 1 definiert durch

*xW, = v o dM

Bemerkung 28.4:

Weil der Hodge-Operator bijektiv ist, ist diese Definition eindeutig. Umgekehrt gilt
auch, dass es zu jeder 1-Form w genau ein Vektorfeld v: M — T M gibt derart, dass
v o dM = xw gilt.

Definition 28.19 (Gradient):
Fir f € CY(M — R) wird der Gradient grad f: M — TM definiert durch

Werad f = df

Definition 28.20 (Divergenz):
Fiir v € CY(M — TM) wird die Divergenz divv: M — R definiert durch

d(v 2 dM) = (divv)dM
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Definition 28.21 (Rotation):
Seim = 3 (also M ist eine drei-dimensionale Mannigfaltigkeit) und v € CY(M — TM).
Dann wird die Rotation rotv: M — T'M definiert durch

*Wrotv = dwv
L J

( Lemma 28.7:
Sein =3 (also M C R™ ist eine 3-dimensionale Mannigfaltigkeit) und f € C*(M — R)
und v € C*(M — TM). Dann gilt

1. div(rotv) =0
2. rot(grad f) = (0,0,0)

( Lemma 28.8:
Sei U eine sternformige offene Menge von R und v € CH(U — R3).

1. Wenn rotv =0, dann ezistiert f € C1(U — R) mit v = grad f

2. Wenn dive = 0, dann existiert w € C1(U — R3) mit v =rotw
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29. Gaufl und Stokes

29.1. Integrale und Randintegrale

Definition 29.1:
Sei B := [ay,b1] X -+ X [ay, b,] C R™ ein Block und sei 1) € C'(B — R™) eine regulire
Parametrisierung von M. Man setzt

B(i,O) = [ahbﬂ X X [aiflybifl] X {ai} X [ai+1, bi+1] X X [am bn]
By = lay, bi] x -+ X [aj—1,bi—1] X {bi} X [@jt1, biy1] X -+ X [ay, by]

Sei 1 j) = ¢|B(m und M ;) = w(B(m-)). Dann definiert man fiir w € Q’f‘l(M)

n
/ w=>y (=1)"* / w— / w
(M 1) i=1 M 1),%,1) M;,0)%¢,0)

Definition 29.2 (orientierbare Mannigfaltigkeit):
Eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit M heifit orientierbar, wenn sie eine stetige
Differentialform vom Grad m besitzt, die nirgends verschwindet.

29.2. Beweis des Stokeschen Satzes

g
Satz 29.1 (Stokes (fast) allgemein):

Seiw € Oy Y (M) und sei {(1s, B;): 1 <1i < N} eine eindeutige Parametrisierung fiir

die k-dimensionale orientierbare Mannigfaltigkeit M = U;<;<n ¥i(B;). Dann gilt

/ dw = / w
M {i} O(M,{v:})

Achtung: Eigentlich sollte man fa(M (o) WiTM statt fa(M (wiyy W schreiben.

- J
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30. Rechnen und Differenzieren in C

30.1. Komplexe Zahlen

Zur Wiederholung lese man die Kapitel [ und [6] und wiederhole

o [Definition 5.5| (rationale Funktion])

[Definition 7.1] (Limes fur Funktionen))

[Definition 7.4] (stetige Funktion))

[Definition 8.1| (differenzierbar))

[Definition 9.7| (komplexer Logarithmus))

30.2. Bekannte Funktionentypen

30.2.1. Polynome

Vs

derart, dass

@ wvgl. [Abschnitt 3.4 (Theorem 3.1])

&

Theorem 30.1 (Fundamentalsatz der Algebra?®):
Sei p ein Polynom vom Grad n wie in |[Definition 5.5 Dann gibt es zy,...,2z, € C

p(z) = an(z —21)(2 — 22) - - (2 — 2,) fiir alle z € C

30.2.2. Potenzreihen

( Theorem 30.2:

R, € [0, 00| derart, dass

&

Sei a = {ay}nen eine Folge in C und betrachte Y00y a,z" fir z € C. Dann gibt es

1. Wenn |z| < R,, dann konvergiert diese Potenzreihe (sogar absolut)

2. Wenn |z| > R,, dann divergiert diese Potenzreihe

Konvergenzradius R = oo:

1. Exponentialfunktion:
2. Cosinus:

3. Sinus:

4. Cosinus hyperbolikus:

5. Sinus hyperbolikus:

6. Besselfunktionen der ersten Art:

=0 (2n)!
sinh(z) 20 (Znil)' 20+

In(2) = % 2™ filr m € N
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Rechnen und Differenzieren in C

Konvergenzradius R = 1:

7. Binomialreihe: bin(s, z) = (14 z)° = %O: (Z) 2"
n=0
8. Logarithmusreihe: log(l+z) = Y (711):712”
n=1

30.3. Stetigkeit und Differenzierbarkeit

30.3.1. Definitionen

Definition 30.1 (Limes):
Sei f: A C C — C eine Funktion und sei o € A. Dann schreibt man Alim flz)=t(¢€

Sz—a
C, wenn

VeeRLF6. e R V2zeA:0< |z—a| <. = |f(z)—{|<e

Definition 30.2 (Stetigkeit):
Die Funktion f: A C C — C heifit stetig in « € A, wenn lim f(z) = f(«).

Adz—a

Definition 30.3 (Differenzierbarkeit):
Sei f: A C C — C eine Funktion und sei o € A°. Dann heifit f (komplex)
differenzierbar in o, wenn

L) = 1)

Z—Q zZ—Q

€ C existiert

Dieser Grenzwert heift Ableitung und wird notiert mit f'(c) oder auch mit < f(a).

30.3.2. Vergleich komplexer und reeller Differenzierbarkeit

( Theorem 30.3:
Sei [ definiert in einer Umgebung von o € C. Dann sind die folgenden Aussagen
gleichwertig.

e 2z f(z2) ist (komplex) differenzierbar in «

. <x> — (Ref(x + @y)) ist (reell) differenzierbar in a := (Re a) und

Y Im f(z + w) Im a
0 (Ref 0 (Ref
Ay (Im f) (a) = "o (Im f) (a)

Definition 30.4 (holomorph):

Sei A eine offene Teilmenge von C. Eine Funktion f: A C C — C heifit holomorph
auf A wenn sie in jeden o € A komplex differenzierbar ist.

Eine Funktion f: A C C — C heifit holomorph in o € A, wenn sie in einer Umgebung
von o komplex differenzierbar ist.
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31. Elementares zu Funktionen in C

31.1. Potenzreihen und Differenzieren

Lemma 31.1:
Sei {a,}°2, C C. Die Konvergenzradien von 300 a,z"™ und >.°°, na,z""* sind gleich.

.
Satz 31.1:
Sei {a,}>2, C C und sei R, der Konvergenzradius von Y o2, a,z". Dann ist die

Funktion f: Br,(0) C C — C differenzierbar in Bg,(0) und

! _g = n _Oog n _OO n—1
P = (S o) = 52 Dans) = S nane

31.2. Inverse Funktion und Graphische Darstellung

Fiir Funktionen f: [a,b] C R — R gilt folgendes:
Wenn f stetig differenzierbar ist und f’(x) # 0 fiir « € [a, b], dann gibt es eine stetig
differenzierbare inverse Funktion f™: f[a,b] — R. AuBerdem gilt

invy/ _ 1 ir a
(f ) (y) _ f/(finv<y)> £ y e f[ 7b]

[ Satz 31.2:
Sei U C C offen. Wenn f: U € C — C holomorph ist in o € U, f' stetig und
f'(a) #0, dann gibt es lokal eine inverse Funktion g. Genauer gesagt:

Es gibt s > 0 derart, dass f: Bs(a) — f(Bs(oz)) bijektiv ist und dass f(Bs(oz)) eine
offene Umgebung von f(a) ist.

Fiir die inverse Funktion g := f™: f(Bs(a)> — Bg(a) gilt

31.3. Einige elementare Funktionen

Wir legen fest, dass wir 2% nur schreiben im Fall, dass
1. « € Nund z € C mit 2° =1 fiir alle
2. «€Z_und z € C\ {0}
3. aeRund 2 € Ry
4. a e Cund z =¢e
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Lemma 31.2:
Sei z,w € C\ {0}. Dann gibt es k € {—1,0,1} derart, dass

log(zw) = log(z) + log(w) + 2kme

31.4. Gebrochen-lineare Funktionen

31.4.1. Gebrochen-lineare Funktionen auf C

f Lemma 31.3:
Seien f*,g*: C — C gebrochen-lineare Funktionen mit f* wie in (13.3) und

g (2) = (iéz +@. Dann findet man
Jz +0

(i + 7))z + (af + 30)

e = e s + o)

und (ad+37)(75+00) # (af+B8)(va+07). Also ist auch f*og* eine gebrochen-lineare
_ Funktion.

( Korollar 31.3.a:
Wenn f*: C — C eine gebrochen-lineare Funktion ist, dann existiert (f*)™: C — C

und ()™ ist eine gebrochen-lineare Funktion.
(& J

31.4.2. Eigenschaften von gebrochen-linearen Funktionen

( Theorem 31.1:

Gebrochen-lineare Funktionen bilden Kreise und Geraden ab auf Kreise und Geraden.

p
Lemma 31.4:
Sei c1,co € R und 3 € C mit |B)* > cicy und setze

M={2€C:c12z2—Bz—B2+c; =0}

1. Fiir c¢; # 0 und |B]* > cico beschreibt M einen Kreis in C
2. Firc; =0 und 8 # 0 beschreibt M eine Gerade in C

3. Jeden Kreis und jede Gerade in C kann man auf diese Art darstellen
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32. Fraktale und Kurven

32.1. Kurven

Definition 32.1 (Kurve):
FEine stetige Abbildung +: [a,b] C R — C nennt man eine (komplexe) Kurve.
v(a) heifit Anfangspunkt und ~v(b) Endpunkt der Kurve.

Definition 32.2 (zusammenhingende Teilmenge):

Eine Teilmenge A C C nennt man zusammenhangend, wenn es fiir jedes 2,2, € A
eine Kurve gibt mit z; als Anfangspunkt und zy als Endpunkt, bei der die Bildmenge
in A liegt.

Definition 32.3 (spezielle Kurven):
Einige spezielle Kurven ~y: [a,b] C R — C sind wie folgt definiert.

e Wenn ~ stetig (reell) differenzierbar® ist und |y'(t)| # 0, nennen wir -y eine glatte
oder regulare Kurve

e Wenn ~y(a) = v(b) nennt man die Kurve geschlossen

e Wenn v: (a,b] CR — C und ~: [a,b) C R — C injektiv® sind, heiit die Kurve
einfach

e Wenn sie geschlossen und einfach ist, nennt man sie eine Jordan-Kurve

@ Die Abbildung v: [a,b] C R — C ist stetig differenzierbar, wenn Re~y: [a,b] — R und
Im~: [a,b] — R stetig sind auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b), die rechte Ableitung in a und

lim 2 =0 iy ¢ — g
€10 €
die linke Ableitung in b existieren, und v*(t) = < /() fir ¢ € (a,b) eine stetige

lim 20+ =v(®) gy —p
10 €
Funktion auf [a, b] ist

b Keine Doppelpunkte mit der Ausnahme, dass Anfangs- und Endpunkt identisch sein diirfen

r

&

Lemma 32.1:

Sei f: C — C eine holomorphe Abbildung und seien «y: [a,b] — C und ¢: [c¢,d] — C
zwei glatte Kurven, die sich fir t € (a,b) und s € (c,d) schneiden in o. Also a =
v(t) = ((s). Nehme an, dass f'(a) # 0.

Dann schneiden sich die Bildkurven f o ~: [a,b] — C und f o (: [¢,d] — C fir
t € (a,b) und s € (c,d) an der Stelle f(«) mit dem gleichen Winkel und mit gleicher
Orientierung wie v und ¢ firt € (a,b) und s € (¢,d) an der Stelle a.
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Definition 32.4 (stiickweise glatte Kurve):
FEine Kurve v: [a,b] — C nennt man eine stiickweise glatte Kurve, wenn es endlich
viele a; € R gibt mit

a=aqyp< a1 <@y < < Qp1<a,=2>b

derart, dass Y|a;,a,,1]: [@i; @it1] — C fiir jedes i € {0,n — 1} eine glatte Kurve ist.

 Fir eine Kurve 7: [a,b] — C definieren wir die Kurve —~: [a, b] durch

(=)&) =v(b+a—1)
o Fir zwei Kurven 7y: [a,b] — C und (: [¢,d] — C mit v(b) = ((c) definieren wir
die Kurve v+ (: [a,b+ d — ¢] durch
v(t) fir ¢ € [a, b]

(y+ O = {C(t—b+c) fiir t € (b,b+d —

o Fir eine geschlossene Kurve v: [a,b] — C wird nvy: [a,n(b — a) + b] mit n € N
definiert durch

(ny)(t) = fy(lf—k(b—@)) fir ¢t € [a+k(b—a),b+k(b—a)] und k € {0,...,n—1}

32.2. Kurvenintegrale

Definition 32.5 (Kurvenintegral):

Sei f: U C C — C eine stetige Funktion mit U offen und sei v: [a,b] — C mit
v[a,b] C U eine stetig differenzierbare Kurve. Man definiert das Kurvenintegral
[, f(z) dz durch

[ | fon(t) (1) de
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Fraktale und Kurven

( Lemma 32.2:
1. Sei~: [a,b] — C eine stetig differenzierbare Kurve und seien f,g: C — C stetige
Funktionen und o, 5 € C. Dann gilt

/7 (af(z) + Bo(2) dz = L e /7 o)z

2. Seivy: [a,b] — C eine stetig differenzierbare Kurve und sei f: C — C eine stetige
Funktion. Fiir —v, wie in obiger Notation, gilt

/Vf(z)dz: —Lf(z)dz

3. Seien ~y: [a,b] — C und §: [c¢,d] — C stetig differenzierbare Kurven mit
~v(b) = 6(c) und sei f: C — C eine stetige Funktion. Fiir v+ 9, wie in obiger

Notation, gilt
[ f@ae= [ st [5G

& J

[ Lemma 32.3:
Sei g: |a,b] — C derartig, dass t — Re (g(t)) und t — Im (g(t)) (Riemann-) integrier-
bar sind, dann ist auch t — |g(t)| (Riemann-) integrierbar und auferdem gilt

[ o < [lgwiar

Wenn wir dieses Ergebnis auf ein Kurvenintegral fir ~v: [a,b] — C anwenden, folgt

b b
[1@a] = | [ 160) 0w < [1reawl-hola = (11

& J

( Lemma 32.4:

Sei U offen und sei f: U C C — C eine stetige Funktion. Wenn ~: [a,b] — U C C
und (: [e,d] = U C C einfache glatte Kurven sind mit dem gleichen Bild, das in
gleicher Richtung durchlaufen wird, dann gilt

/7f(Z)dz:/cf<Z)dZ

,Gleiches Bild in gleicher Richtung durchlaufen® heifit, es gib eine monoton wachsende
bijektive Abbildung s: [a,b] — [c,d] mit y(t) = (( o s)(t) fir alle t € [a,b].
&

( Lemma 32.5:
Sei U offen, F: U C C — C holomorph und sei F' = f auf U. Wenn ~: [a,b] — U

eine stickweise glatte Kurve ist, dann gilt

/ f(2)dz = F(y(b)) — F((a))
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Fraktale und Kurven

Korollar 32.5.a:

Sei U C C offen und o, p € U. Wenn f auf U C C eine Stammfunktion F besitzt, dann
gilt fiir jede Kurve vy, die o als Anfangspunkt hat, 5 als Endpunkt und die innerhalb
von U werlduft, [\ f(2)dz = F(8) — F(a).
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33. Kurvenintegrale und Cauchy

33.1. Stammfunktion und geschlossene Kurven

r

Satz 33.1:

Sei U C C eine offene zusammenhdangende Menge. Nehmen wir an, dass f: U — C
stetig ist, und dass fir jede geschlossene stiickweise stetig differenzierbare Kurve
v: [a,b] = C mit y[a,b] C U gilt

/Vf(z) dz =0

Sei 29 € U und sei (7 irgendeine stickweise stetig differenzierbare Kurve, die 2z
innerhalb U mit z verbindet. Dann ist

F(z,20) = f(w) dw

&

wohldefiniert fir z € U, es gilt z — F(z,2) ist holomorph auf U, und %F(z, 20) =
f(z).

33.2. Der Integralsatz von Cauchy

Definition 33.1 (einfach zusammenhingende Teilmenge):
Eine offene Teilmenge U C C heifit einfach zusammenhingend, wenn U und C \ U
zusammenhédngend sind.

Theorem 33.1 (Integralsatz von Cauchy):
Set U C C offen und einfach zusammenhdangend. Sei f: U — C holomorph. Dann gilt
fiir jede stiickweise differenzierbare geschlossene Kurve vy, die innerhalb von U verlduft,

dass
/f(z) dz=0
¥

Korollar 33.1.a:
Holomorphe Funktionen auf einfach zusammenhdngenden Gebieten in C haben eine

Stammfunktion.
(.
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Kurvenintegrale und Cauchy

33.3. Residuum

( Lemma 33.1:
Fir jede stiickweise differenzierbare Jordan-Kurve, die links um 0 herum lauft, gilt

1
/ —dz = 2m
y 7
p
Theorem 33.2:

Sei U C C einfach zusammenhdngend, seien wy,...,w,, € U unterschiedlich und
f:U\Awy,...,w,} — C eine holomorphe Funktion. Sei v eine stickweise stetig
differenzierbare Jordan-Kurve mit Bild innerhalb von U, die links herum lauft. Dann
gilt fiir e > 0 und geniigend klein:

lf<z>dz= O AV CT

t
w; € Innengebiet v ?élfé—;ii

Definition 33.2 (Residuum):
Sei U C C offen und w € U. Fiir f: U \ {w} — C holomorph definiert man das
Residuum an der Stelle w durch

27m el0

Res,(f) = =— lim / f(z

fir vy e [0,27] = C mit v, . (t) = w + ee™.

( )
Theorem 33.3 (Residuensatz fiir linksdrehende Jordan-Kurven):

Sei U C C einfach zusammenhdngend, seien wy,...,w,, € U unterschiedlich und
f:U\A{w,...,wn} — C eine holomorphe Funktion. Sei v eine stickweise stetig
differenzierbare Jordan-Kurve innerhalb von U, die links herum lduft. Dann gilt:

/f(z) dz =2m > Resy, (f)
Y w; € In

nengebiet vy
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34. Singulare Stellen

34.1. Die Integralformel von Cauchy

Theorem 34.1 (Integralformel von Cauchy):
Sei U C C offen und f: U — C holomorph. Sei B.(zy) C U fir r > 0. Dann gilt fiir
jedes z € B.(z), dass

dw

f() =5, o

210 Sy zg|=r W — 2

34.2. Holomorphe Funktionen haben holomorphe
Ableitungen

( Lemma 34.1:
Sei f: ]a,b] x [0,19] = R eine Funktion derart, dass x — f(x,v) integrierbar ist fir
jedes v € [0, 1p]. Wenn

liig f(z,v) = f(x,0) gleichmdfig fir x € [a, b

dann gilt

b b
13%1/(1 f(x,u)d:v:/a f(z,0)dz

|\ J

[ Korollar 34.1.a:
Sei U C C offen und f: U — C holomorph und sei B,(zy) C U fir r > 0. Dann
existieren alle Ableitungen von f innerhalb B,(zy) und es gilt fir jedes z € B,.(2o) und
n € N, dass
!
F () = - ﬂdw

- 2m (w — z)ntl

w—zgp|=r

34.3. Holomorph mit Ausnahme einer Singularitat

Lemma 34.2:
Sei U C C offen und zg € U. Nehmen wir an, dass f: U — C holomorph ist auf
U\ {z0} und stetig ist in zy. Dann ist f holomorph auf U.
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Singulédre Stellen

Theorem 34.2 (Hebbarkeitssatz von Riemann):

Sei U C C offen und zy € U. Nehmen wir an, dass f: U\ {z} — C holomorph ist
und dass f beschrankt ist in einer Umgebung von zy. Dann existiert lim,_,,, f(z) und
die Funktion f, definiert durch

() = f(2) fiir z # 2
C lima_., f(2)  firz =z

ist holomorph auf U.

Lemma 34.3:
Sei U C C offen und zy € U. Nehmen wir an, dass f: U\ {2} — C holomorph ist
und f folgende Abschdtzung erfillt. Es gibt M,r,« € R, derart, dass

lf(2)| < M|z — 2|~ fir z € B.(20)

Dann ezistieren 1, fs,...,0, € C mit n = [a] = max{n € N: n < a} und eine
holomorphe Funktion g: U — C so dass

f(2) =Bz —20) "+ Bu1(z — 20)" "+ -+ Bi(z — 2) '+ g(2) fiir 2 €U

34.4. Pole und wesentliche Singularitaten

Betrachte man eine Funktion f: U C C — C, die holomorph ist auf B,(zy) \ {20} C U,
dann sagt [Lemma 34.3] dass es genau die folgenden drei Moglichkeiten gibt:

1. Die Singularitét in z; ist hebbar:

ZILIQO f(2) existiert

Auflerdem gilt, dass die erweiterte Funktion

- f() fir z € By(z0) \ {20}
J(z) = { lim f(z) firz=z2

Z—r20

holomorph ist auf B,(zg)

2. Die Singularitat in 2y ist ein Pol n-ter Ordnung mit n € N,. Hier ist n die kleinste
Zahl in N | fir die gilt

: o \n -
Zan;O (z — 20)" f(z) existiert

AuBerdem gilt, dass es Konstanten ¢; € C mit ¢, # 0 und eine holomorphe Funktion
h auf B,.(z) gibt derart, dass

f(z) = =) + = /;O)nil +- 4 p— + h(z) fir z € B.(20) \ {20}

3. Die Singularitéit in zy ist wesentlich:

Es gibt kein n € N derart, dass lim (z — 20)" f(2) existiert
Z2—20

Es folgt, dass auf jeder Umgebung U von 2, und fiir jedes n € N die Funktion
z |z — 20]"| f(2)| unbeschrankt ist.
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35. Analytische Funktionen

35.1. Holomorphe Funktionen und Potenzreihen

Definition 35.1 (analytische Funktion):

Sei zy € C und sei U eine Umgebung von zy. Die Funktion f: U — C nennt man
analytisch in z,, wenn es eine Potenzreihe Y00 o, (z — 29)" mit positivem Konver-
genzradius gibt derart, dass r > 0 existiert mit

f(z) = ij:oan(z — 29)" fiir z € B, (2)

Theorem 35.1:
Sei U C C offen und f: U — C holomorph. Sei zo € U und sei B,(zy) C U. Dann gilt
fuir die Potenzreihe

ZO —f(")(zo)(z —2)" (35.1)

dass sie einen Konvergenzradius R > r hat und dass

f(z) = i —'f(”)(zo)(z — 2p)" fir alle z € B,(z)
n=0'v:

Lemma 35.1:
Sei f: U C C — C holomorph und sei B.(zy) C U. Es gilt

(n) 20 :L! Ldz
F(z) %mzr(

271 z — zp)"t!

Korollar 35.1.a:

Sei U C C offen und nehme an, Br(zy) C U und w € 0Br(20)NU. Sei f: U\{w} — C
holomorph und nehme an, dass f eine nicht-hebbare Singularitdt in w besitzt. Dann
hat die Taylorreihe zu f bei 2y, d. h. die Potenzreihe in 7 Konvergenzradius R.

Theorem 35.2 (zur eindeutigen Fortsetzung):
Seien Uy, Uy C C Gebiete und f;: Uy C C — C holomorphe Funktionen. Sei zg € UiNU,
und nehme an, es gibt r > 0 mit

f1(z) = fa(2) fiir z € By ()
Dann gilt fir jedes Gebiet A C Uy N Uy mit zg € A: fi(z) = fa(2) fir z € A.

35.2. Nullstellen eines Polynoms

Korollar 35.2.a:
Jedes Polynom vom Grad n > 1 hat mindestens eine Nullstelle in C.
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Analytische Funktionen

r

Theorem 35.3:
Sein € Ny und ag,...,a,_1 € C. Sei p: C — C das Polynom

p(2) = 2"+ an12" 7 Fapo2" P arz+ ag

Dann gibt es zq,...,z, € C derart, dass

p(z) = (2= 21)(z = 22) - (2 = 2n)

35.3. Das Maximum-Prinzip

Vs

Korollar 35.3.a:
Sei f: U C C — C holomorph und U offen. Wenn B,(z9) C U, dann gilt entweder

1. |f(z0)] < max{| f(2)]: = € OB, (z0)}

oder

2. |f(z0)| = | f(2)] fiir alle z € OB, (2)

Korollar 35.3.b:
Sei f: U C C — C holomorph und U offen. Wenn B,(zy) C U, dann gilt die erste
Mittelwerteigenschaft:

ey = Lo Corren e

Korollar 35.3.c:
Sei f: U C C — C holomorph und U offen. Wenn Bgr(z9) C U, dann gilt die zweite
Mittelwerteigenschaft:

fio IQZO f(z0 +re*®) - rdedr
f(z[)) - R 27
fT‘ZO f(p:O r d(pdr

Theorem 35.4 (Das Maximum-Prinzip fiir holomorphe Funktionen):
Sei U C C ein Gebiet und sei f holomorph auf U.

e Wenn z — |f(2)| ein lokales Maximum hat in zy € U, dann ist f konstant

e Falls U beschrinkt ist und f stetig auf U ist, nimmt |f| das Maximum auf OU
an

&

Lemma 35.2 (Minimum-Prinzip fiir holomorphe Funktionen):

Sei U C C ein Gebiet und f: U — C holomorph. Wenn z — |f(z)| ein lokales
Minimum hat in zo € U, dann gilt f(z) = 0 oder f ist konstant auf U.
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36. Eigenschaften holomorpher
Funktionen

36.1. Ganze Funktionen

Definition 36.1 (ganze Funktion):
FEine Funktion f: C — C, die holomorph ist auf C, nennt man eine ganze Funktion.

Theorem 36.1:
Sei f eine ganze Funktion. Wenn esn € N und C' € Ry g¢ibt derart, dass

1f(2) <C(z"+1)VzeC

dann ist f ein Polynom vom Grad hdchstens n.

Theorem 36.2 (Liouville, 1. Fassung):
Eine beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Theorem 36.3 (Liouville, 2. Fassung):
Eine ganze Funktion, deren Realteil einseitig beschrankt ist, ist konstant.

36.2. Aquivalente Aussagen

( Theorem 36.4:
Sei U C C offen und f: U — C. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. f ist holomorph auf U:
fir jedes uw € U existiert f'(u).

2. f ist reell differenzierbar und erfillt die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen

auf U:
u(z,y) = Re f(x + w) und v(z,y) = Im f(x + w) sind differenzierbar fir
x4y € U und uy, = vy, uy = —v, gelten

3. [ hat lokal eine Stammfunktion:
fir jedes zg € U gibt es B.(z9) CU mitr >0 und F: B.(z0) = C mit F' = f

4. [ ist analytisch auf U:
fir jedes zo € U gibt es B(z0) C U mit r >0 und f(z) = >0° an(z — 20)" fir
z € By(20)
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FEigenschaften holomorpher Funktionen

Definition 36.2 (Nullstelle und Pol holomorpher Funktionen):
Sei zo € U und U C C offen.

e Eine holomorphe Funktion f: U — C hat eine Nullstelle der Ordnung n € N,
wenn

fz) =" an(z = 2)"
k=n
mit o, # 0
e FEine holomorphe Funktion f: U\ {2} — C hat einen Pol vom Grad n € N,
wenn .
fz)= 3 awlz = z0)*
k=—n
mit o, # 0

Theorem 36.5 (Identititssatz):
Sei U ein Gebiet in C und sei f: U — C holomorph. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

1. f(2) =0 fir alle z € U
2. Es gibt zo € U mit f™(z) =0 fiir allen € N
3. Die Menge {z € U: f(z) =0} hat einen Haufungspunkt in U

36.3. Verbindung mit reellen Funktionen

Definition 36.3 (reell-analytische Funktion):

Sei I C R ein offenes Intervall und f: I — R eine Funktion. Sie hei3t reell-analytisch,
wenn es fiir jedes xo € I eine Zahl ¢ > 0 und eine Potenzreihe p(x) = 3.0 g an(x —x0)"
gibt, mit f(x) = p(x) fir |x — zo| < €.

Der Laplace-Operator

Der Laplace-Operator ist fiir n Dimensionen, das heifit fiir Funktionen

R” 5 (z1,...,2,) = u(z1,...,2,) ER
n 2
52
=1\ Ok

Definition 36.4 (harmonische Funktion):
Sei Q) C R?. Eine Funktion u: 2 — R heiB8t harmonisch, wenn ihre zweiten Ableitungen
auf ) existieren und

definiert durch

0%u 0%u }
@(a:,y) + a—yZ(as,y) =0 fiir (x,y) €
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Eigenschaften holomorpher Funktionen

f Satz 36.1:
Sei U C C offen und sei f: U — C holomorph. Definiere

Ur := {(a:,y) ER*: x4y € U}
Dann ist die Funktion u: Up — R mit

u(z,y) = Re(f(x + zy))

L harmonisch.

( Theorem 36.6:
Sei Q C R? ein offenes, einfach zusammenhingendes Gebiet und sei u: Q — R
harmonisch. Dann gibt es eine holomorphe Funktion f: Q¢ — R mit

u(z,y) = Re(f(x + zy))

36.3.1. Intermezzo

( )

Theorem 36.7 (Gauf):
Sei Q0 C R" ein beschrinktes Gebiet und sei F: Q — R™ ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Auf dem Rand 0S2 soll der auswdrtige Normalenvektor i wohldefiniert sein.

Dann gilt
/ ﬁ-ﬁdsz/v-ﬁdx
o9 Q
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37. Harmonische Funktionen in 2
Dimensionen

37.1. Die stationare Warmeleitungsgleichung

( Lemma 37.1:
Wenn u harmonisch ist auf einer Umgebung von By(0) C R?, dann gilt fir
xr = (271,1'2) € Bl(O) )

1 1—
") - Iz

= — d
27 J =1 Nz — ?J||2u<y) v

37.2. Folgen der Holomorphie

( Lemma 37.2:
Sei Q C R? offen und u: Q — R harmonisch. Wenn B,(xq) C ), dann gilt die erste
Mittelwerteigenschaft:

1

=— d
ulzo) = 5 — ||y_x0||:ru(y) oy

und auch die zweite Mittelwerteigenschaft:

Theorem 37.1 (Das Maximum-Prinzip fiir harmonische Funktionen):
Sei Q0 C R? ein Gebiet und sei u harmonisch auf ).

e Wenn x — u(x) ein lokales Maximum hat in xy € 2, dann ist u konstant

e Fualls Q beschrinkt ist und u stetig auf Q0 ist, nimmt u das Mazimum auf 0 an

f Satz 37.1:
Sei B1(0) C R? und upgna: 0B1(0) C R* — R eine stetige Funktion. Das Randwert-
problem

Au=0 in By(0)

U = URand (L’Mf 8Bl(o)

hat eine eindeutige Losung u € C*(B1(0)) NC(B1(0)) und

1 1-— 2
o) Iz

= Tz URand(y) do
27 lyll=1 |z — yl|? Y

Diese Formel ist bekannt als die Integralformel von Poisson.
-
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Harmonische Funktionen in 2 Dimensionen

Theorem 37.2:
Sei Q) C R? ein offenes Gebiet. Eine stetige Funktion u: Q — R ist harmonisch genau

dann, wenn u fir jede Kreisscheibe B,(x) mit B,.(x) C Q die erste Mittelwerteigenschaft
erfillt.

37.3. Subharmonische Funktionen

Definition 37.1 (subharmonisch):
Sei ) ein Gebiet in R?. Eine zweimal differenzierbare Funktion u:  — R heif}t
subharmonisch auf €2, wenn

—Au<0

[ Theorem 37.3:
FEine subharmonische Funktion auf Br(0), die stetig ist auf Br(0), erfillt die Submit-
telwerteigenschaften:

1 1
< — <
SR Jiyn u(y)do, wund u(0) < u(y) dy

u(0)
TR Jiy1<r

37.4. Positive harmonische Funktionen

Theorem 37.4 (Die Harnacksche Ungleichung auf einer Kreisscheibe):
Sei u eine positive harmonische Funktion auf Bg(0). Sei r < R. Dann gilt

Z;:U(O) < u(z) < gf:u(m fiir = € Bo{0)

|\ J

g
Theorem 37.5 (Die Harnacksche Ungleichung auf allgemeinen Gebieten):
Sei Q C R? ein Gebiet und sei K C Q kompakt und zusammenhdingend. Dann gibt es

co.x € Ry derart, dass fir jede positive harmonische Funktion u auf Q gilt:

< .
max u(z) < cax min u(x)
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38. Potentialstromungen

38.1. Ein Modell zu Potentialstromungen

Stromungsprobleme lassen sich oft beschreiben mit Hilfe eines Potentials. Das heifit, das
Vektorfeld v, das die Stromungsrichtung und Stromungsgeschwindigkeit beschreibt, ist der
Gradient einer skalaren Funktion F'. Diese Funktion F' nennt man das Potential:

i=—VF (38.1)

Zuséatzlich zu einem Potentialfluss hat man oft noch einen Erhaltungssatz. So ein
(physikalischer) Satz ist zum Beispiel die Annahme, dass in jedes Volumenelement gleich
viel hinein wie heraus flieft. Wenn es sich um ein inkompressibles Fluid handelt, wird der
Erhaltungssatz beschrieben durch die mathematische Bedingung

V-7=0 (38.2)

Kombiniert man die beiden physikalischen Gleichungen (38.1)) und (38.2)), so bekommt
man

AF =0

38.2. Potentialstrome mit Randbedingungen

Wenn man eine Potentialstromung in einem Gebiet mit Rand betrachtet, dann kann man
vermuten, dass der Rand eine Stromlinie ist. Anders gesagt, fiir das Potential F' gilt

3F:VF-ﬁ:OéJumRand
on
Diese Bedingung heifit (homogene) Neumann Randbedingung. ,Homogen®, weil die

rechte Seite 0 ist und ,Neumann®, weil die Normalableitung festgelegt wird.

38.3. Beispiele von Potentialstromungen

Die Konstruktion einer Stromung entlang einer Wand oder um ein Hindernis herum ist fast
mehr Kunst als Mathematik. Der umgekehrte Weg ist einfacher: Wenn eine holomorphe
Funktion gegeben ist, konnen wir eine Wand in eine Stromlinie legen und finden eine
passende Potentialstromung. Ob die tatsédchlich auch alle Eigenschaften hat, die man
mochte, sollte man dann noch kontrollieren.

38.4. Joukowski

Joukowski (Nikolai Yegorovich Zhukovsky, 1847-1921) war einer der Pioniere auf dem
Gebiet der Aero- und Hydrodynamik.
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39. Biholomorphe Abbildungen

39.1. Konform und biholomorph

Definition 39.1 (konform):

Sei U C C offen. Eine Abbildung h: U — C heifit konform, wenn glatte Kurven
in U iiberfiihrt werden in glatte Kurven und wenn diese Abbildung winkel- und
orientierungstreu ist.

Lemma 39.1:
Jede holomorphe Abbildung h: U — C mit ' # 0 in U ist konform.

Definition 39.2 (biholomorph):

Sei U C C offen. Eine Abbildung h: U — C heifit biholomorph, wenn h: U — h(U)
holomorph und bijektiv ist und auch die inverse Funktion h™: h(U) — U holomorph
ist.

Theorem 39.1 (Gebietstreue):
Sei G C C ein Gebiet und h: G — C holomorph und nicht konstant. Dann ist h(G)
ein Gebiet.

39.2. Kreisscheibe zu Kreisscheibe

[ Lemma 39.2:
Sei zy € B1(0) und ¢ € (—m,w|. Dann ist f: B1(0) — B1(0) mit

chZ_ZO

fz)=¢€ (39.1)

1—"22

biholomorph von By(0) nach B;(0).

Lemma 39.3 (Das Schwarz’sche Lemma):
Sei f: B1(0) — B1(0) holomorph und sei f(0) = 0. Dann gilt:

Lf(2)] < lz] und | f(0)] <1

2. Wenn auflerdem f'(0) =1 oder f(zy) = zo fir ein zo € B1(0) \ {0}, dann gilt
fz) =2

[ Korollar 39.3.a:
Die einzigen biholomorphen Abbildungen von B1(0) nach By(0) sind die in (39.1)).

39.3. Riemannscher Abbildungssatz

203 215



Biholomorphe Abbildungen

Theorem 39.2 (Der Riemannsche Abbildungssatz):
Set G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet. Dann gibt es eine biholomorphe

Abbildung h: R+1R, — G.
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40. Funktionen und Polstellen

40.1. Meromorphe Funktionen

Definition 40.1 (meromorph):
Sei U C C offen und sei f: U — C eine Funktion. Wenn folgendes gilt, nennt man f
meromorph auf U:

e P:= f~!(oc0) hat keine Haufungspunkte
e P besteht nur aus Polstellen von f

e f:U C P — C ist holomorph

Lemma 40.1:
Sei U C C offen.

1. Wenn f,g: U — C holomorphe Funktionen sind mit g # 0, dann ist § meromorph
auf U.

2. Wenn h meromorph auf U ist, dann gibt es zu jedem w € U eine Umgebung
B,.(w) und zwei holomorphe Funktionen f,g: B.(w) — C mit h = 5'

Korollar 40.1.a:
Sei U C C offen, sei f: U — C meromorph und f # 0. Dann gibt es fiir jedes w € U
eine Zahlr € Ry, ein ko € Z und eine Folge {ag }r,<rez C C derart, dass ay, # 0 und

[e.9]

f(z) = Z ar(z —w)* fir z € By(w) \ {w}

k=ko
Das heift, 32, ar(z — w)¥ konvergiert auf B,(w), und
e fiir kg > 0 hat f eine Nullstelle von Ordnung ky in w
e fiir kg <0 hat f eine Polstelle von Ordnung |ko| = —ko in w

Lemma 40.2:
Sei U C C offen. Wenn f,g: U — C meromorphe Funktionen sind mit g #Z 0, dann
sind f+g, f—g, [-gund 5 meromorphe Funktionen auf U.

40.2. Nullstellen, Pole und ein Kurvenintegral

Sei U C C offen, und sei I' das Bild einer linksherum laufenden (differenzierbaren) Jordan-
Kurve 7. Nehmen wir an, dass [' und sein Innengebiet in U liegen.
Sei f meromorph auf U und derart, dass f weder Nullstellen noch Polstellen auf I" hat.
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Funktionen und Polstellen

Wir schreiben dann

#n(f,T') = die Zahl der Nullstellen von f innerhalb von I'
#p(f,T') = die Zahl der Polstellen von f innerhalb von T’

wobei diese Zahl inklusive Multiplizitat gezéhlt wird. Die Multiplizitat einer n-fachen
Nullstelle in n; die Multiplizitéit eines Pols von Ordnung m ist m.

p
Lemma 40.3:
Seien f und T wie oben und sei vy eine Parametrisierung von I'. Dann gilt

#n (1)~ #(1T) = o / J;(@)) d

|\ J

.
Theorem 40.1 (Rouché):
Seien f und g meromorphe Funktionen auf U und seien f und I' wie oben. Wenn

|f(2) —g(2)| < |f(2)| fir alle z €T

dann gilt

#N<f7F) - #P(fvr> - #N(97F) - #P(g7r)

40.3. Partialbruchentwicklung

Eine meromorphe Funktion A ist holomorph mit moglicher Ausnahme von moglichst
unendlich, aber hochstens abzahlbar vielen Polstellen z;. Bei so einer Polstelle kann man

h wie folgt schreiben
—1

h(z) = > ar(z —2z)" +g(2)
l=—m
wobei g eine in einer Umgebung von z; holomorphe Funktion ist und m ist die Ordnung

des Pols. Man nennt )

>z — 2)"

l=—m

den Hauptteil von h an der Stelle z,. Ubrigens, da die Parameter m € N, und a, € C
im Allgemeinen fiir jede Polstelle unterschiedlich sind, miisste man eigentlich m;, und ayy
schreiben. Die Polstellen z; mit den Hauptteilen nennt man die Hauptteilverteilung von

{ _Z ozm(z — Zky}
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Funktionen und Polstellen

Definition 40.2 (kompakt konvergent):

Sei U C C offen und sei { f;: U — C}32, eine Folge meromorpher Funktionen. Man sagt,
dass die Folge {3%_, fr}2, kompakt konvergiert auf U, wenn es fiir jede kompakte
Teilmenge K C U ein ¢ gibt, so dass gilt:

e fiir { > lk sind die Funktionen f, holomorph auf K
o {Xoi. fm}2, konvergiert gleichméBig auf K

g
Theorem 40.2 (Mittag-Leffler):
Sei {z}32, eine Folge paarweise verschiedener komplexer Zahlen ohne Hiufungspunkt.

Wir dirfen annehmen, dass 0 < |z1| < |zo| < .... Seimy € Z_, oy € C und setze
-1
ful2) = D ane(z — )"
l=my,
1. Wenn es ganze Funktionen gi gibt derart, dass
{350} (10.1)
meN

k=1

kompakt konvergiert fiir m — oo, dann ist F, definiert durch
= Z(f k—
k=1

eine meromorphe Funktion auf C mit der gewiinschten Hauptteilverteilung

2. Nimmt man fir g, das Taylorpolynom zu fi in 0 mit hinreichend hohem Grad,
dann ist (40.1) kompakt konvergent

p
Theorem 40.3 (Partialbruchzerlegung):

Sei f eine meromorphe Funktion auf C mit Polstellen 0 = |z| < |z1] < |2 < ...

ohne Haufungsstelle und mit Hauptteilverteilung { fo}72,-

1. Dann gibt es {l;}32, € N derart, dass

9(2) = fo(z) + (fk( ) = T (2))

||M8

kompakt konvergiert. Hier ist 1y, (2) das Taylorpolynom zu fi in 0 vom Grad ¢y

2. Wenn

9(2) = fo(z) + (fk( ) = T;,(2))

||M8

kompakt konvergiert, dann gibt es eine ganze Funktion h derart, dass

f(z) = h(z) +9(2)
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Funktionen und Polstellen

40.4. Beispiele einiger Partialbruchentwicklungen

( N
Satz 40.1:
Fir z € C gilt:
1 s 1
(Sin 2)2 B n;m (Z - nﬂ-)Q
_ J
( N\
Satz 40.2:
Fir z € C gilt:
2
T 1
(Sin 7rz)> B nze:z (z —n)?
T 2 1
= Z()
1
meot(mz) = — + Z
nez\{o} © ” n
tan(ne) = = 37—+ —
mtan(mz) = —
ne”Z z = % -n n+ %
s 1 1
SEEE
sin(rz) =z neZ\{o} z—n n
s 1
sin(mz) T2 + Z n2
T 1 1
— 1)
cos(mz) W+%:Z( ) <z+n+§ n+§>
T > " 2n + 1 2
=7+ Z(_l) 2 1
cos(mz) = 52 (n + ) n+s;

208 215



41. Funktionen und Nullstellen

41.1. Ganze Funktionen mit bestimmten Nullstellen

Definition 41.1 (Nullstellenverteilung):
Die ganze Funktion f hat eine Nullstellenverteilung {(ak, nk)}:o_l mit a;, € C und
ni € Ny, wenn f genau die Nullstellen a; von Ordnung ny hat.

41.2. Unendliche Produkte und Reihen

[ Lemma 41.1:
Sei ay, € C\ {—1} fir k € N. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

e lim Z log(1 + ay) konvergiert gegen ein L € C

n— OOk

e lim H 1 + ay konvergiert gegen ein £ € C\ {0}

Lemma 41.2:
Sei ay, € C\ {—1} fiir k € N. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. lim Z || konvergiert
n—oo k=

2. nh_)rgo Z llog(1 + ay)| konvergiert

3. lim Z In(1+ |ag|) konvergiert

n— OOk

4. lim H 1 + |ou| konvergiert

n—oo k=

41.3. Der Satz von Weierstraf3

( Lemma 41.3:
Wenn g eine ganze Funktion ohne Nullstellen ist, dann gibt es eine ganze Funktion h
mit

( Korollar 41.3.a:
Wenn zwei ganze Funktionen g1, ge die gleiche Nullstellenverteilung haben, dann gibt
es eine ganze Funktion h mit
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Funktionen und Nullstellen

Theorem 41.1 (Produktsatz von Weierstraf}):
Sei {(ak, nk)}Zo_O eine Nullstellenverteilung ohne Hdaufungspunkt. Wir dirfen anneh-

men, dass
0=aqap < |CL1| < |(12|§|CL3| < ...

Sei 0, € N. Wenn

1

9(z) = gnk(z — ag * aiknjzio(ai’)m)

kompakt konvergiert, dann ist

f(z) = 2" E((l — aik) exp (i’:z: %(aik)m>)nk

eine ganze Funktion mit obengenannter Nullstellenverteilung.

41.4. Einige Nullstellenentwicklungen

[ Satz 41.1:
Fir z € C gilt
sin(rz) =7z [] (1 — %)e%

keZ\{0}
- J

[ Satz 41.2:
Fir z € C gilt

-

keN4

z z
cos(mz) = [] (1 - ) exp( >
AN ks

. J

Korollar 41.2.a (Produkt von Wallis):
2k 2k

ceir, 2k — 12k +1

T
2
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42. Spezielle Funktionen

42.1. Die Gamma-Funktion

Definition 42.1 (Euler-Mascheroni-Konstante):
Die Euler-Mascheroni-Konstante wird definiert durch

n

1
= nh_}r& Z i Inn = 0.5772156649015328606065120900824024310422 . ..
k=1

Es ist immer noch nicht bekannt, ob v rational oder irrational ist.

[ Bemerkung 42.1: }

Definition 42.2 (Gamma-Funktion):
Die meromorphe Funktion I' auf C, definiert durch

-1
I'(z) = e‘”z1 11 (1 + %) exp%

< k€N+

mit vy aus|Definition 42.1|, heiit Gamma-Funktion.

Lemma 42.1:
Es gilt:

e I'(z2+41)=2-T'(2) fir alle z€ C\{0,—-1,-2,-3,...}
e '(n+1)=n! firneN

f Lemma 42.2: - )
Esqilt I'(2) I'(1 — z) = i C\Z.
s qilt T'(2) I'(1 — 2) Sin(m2) fir ze C\
_ J
'd )
Lemma 42.3:

, . nlexp(zlnn)
Es qgilt T'(z) = lim —————.
S TN

Lemma 42.4:
Fir Rez > 1 gilt
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Spezielle Funktionen

42.2. Die Riemannsche ¢(-Funktion

Die formale Definition der |Riemann-(-Funktion| findet man in [Definition 6.3}

( )

Lemma 42.5:
Setzt man

Zexp —zlnn) fir z€ C mit Rez > 1

dann ist diese eine Erweiterung der|Riemann-C-Funktion|.

Theorem 42.1:
Sei v.s mit 0 < 6 <r < eine Kurve, die oog + 10, /12 — 62 +19,v/12 — 02 — 16 und
oogr — 10 verbindet. Wenn z € C mit Rez > 1, dann gilt

expl((z — 1) log(—w
g(z):—m—z)i/ p((z ~ Dlog(-w)) (42.1)

2m /., exp(w) — 1

Lemma 42.6:
Sei 0 < § < r < m. Die rechte Seite in (42.1)) hdngt nicht von r oder § ab und ist
wohldefiniert als meromorphe Funktion auf C.

Definition 42.3 (Erweiterung der Riemann-¢{-Funktion):
Man definiert fiir o € C mit Reo <1 und o ¢ N, die Erweiterung der Riemann--
Funktion durch die rechte Seite in (42.1)).

Theorem 42.2 (Leonhard Euler, 1707-1783):
Sei P ={2,3,5,7,11,...} die Menge der Primzahlen. Fir s > 1 gilt

Il =2 =

peEP

Fir ze C mit Rez > 1 gilt

[

peP

Vermutung (,,The Riemann Hypothesis®):

Aufler den trivialen Nullstellen {—2, —4, —6, ...} hat die Riemannsche-(-Funktion
nur Nullstellen z € C mit Rez =

1
1 —exp(—zlnp)

Z exp(—zlnn) = ((2)

n=1

1
7

212



Spezielle Funktionen

42.3. Die Weierstraf3sche g-Funktion

Vs

Lemma 42.7:
Wenn eine stetige Funktion f: R — R periodisch ist, sowohl beziiglich p1 € R, als

auch ps € Ry, dann gilt f = c oder es gibt py € Ry derart, dass f periodisch ist mit
Periode py € Ry und ]2, b2 e N,.
Po Po

Lemma 42.8:
Wenn eine meromorphe Funktion f: C — C periodisch beziglich p1,ps,ps € C\ {0}
ist, dann gilt f = c oder es gibt ny,ne,ng € Z, nicht alle 0, mat

nip1 + ngps + nzps =0

Definition 42.4 (elliptische Funktion):
Eine meromorphe Funktion mit zwei reell unabhangigen komplexen Perioden py, ps €
C\ {0} heiBt elliptische Funktion.

Zwei komplexe Zahlen z; und zy sind reell unabhangig, wenn cyz; + co2o = 0 als
einzige reelle Lésung c¢; = ¢y = 0 hat.

Lemma 42.9:
Eine holomorphe Funktion, die elliptisch ist, ist konstant.

Lemma 42.10:
Sei f eine elliptische Funktion mit Perioden py,ps, die in

D ={fip1+0ap2: 0< 01 <1 und 0 < 0 < 1}

die Polstellen {z1, za, ..., z,} hat. Dann gilt

i Res., (f) =0
k=1

Lemma 42.11:

FEine elliptische Funktion f mit Perioden pi,ps € C nimmt in

D = {91]91 +0py: 0<0; <1und0 <6y < 1} jeden Wert aus C gleich oft an. (Man
soll inklusive Vielfachheiten zihlen.)

Theorem 42.3:
Seien p1,pa € C\ {0} reell unabhingig. Dann ist die Funktion z — ©(z, p1,p2) mit

1 1 1
@(Z7p17p2) =+ ( - )
22 (n1,n2)€Z2\{(0,0)} (z —nmpr —n2p2)?  (map1 + nap2)?

eine elliptische Funktion.
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43. Konvergenz und Folgen

43.1. Gleichmaflige Konvergenz

Definition 43.1 (punktweise Konvergenz):
Seien f,: U — K fiir n € N. Man sagt {f.}.en konvergiert punktweise, wenn es
(: U C C— C gibt derart, dass

Ve >0VzeU3N,., e NVn > N, = |fu(z) —l(2)] <¢

Vergleiche mit [Definition 22.0| (punktweise Konvergenz).

Definition 43.2 (gleichméiflige Konvergenz):
Seien f,: U C C — C fiir n € N. Man sagt {f,}.en konvergiert gleichméBig, wenn
es {: U C C — C gibt derart, dass

Ve >03dN. e NVzeUVn > N, = |fu(2) = l(2)] < e

Vergleiche mit |Definition 22.7 (gleichméaBige Konvergenz).

Definition 43.3 (gleichgradig stetig):
Eine Familie F = {f,},e;r von Funktionen f,: U — K nennt man gleichgradig stetig
inx € U, wenn

Ve > 030, >0: ly—a| <8 = |f(y) — fula)| <e

»F ist gleichgradig stetig auf U* heifst dann:

VeeUVe>030,.>0:ly—a| <dpe=|f(y) — fulx)] <€

Definition 43.4 (gleichgradig gleichmifig stetig):
Eine Familie F = {f,},e; von Funktionen f,: U — K nennt man gleichgradig
gleichmaBig stetig, wenn

Ve>030.>0: [y —x| <. = |f(y) — f(z)] <¢

Theorem 43.1 (Arzela-Ascoli):
Sei K C K™ kompakt und sei { fn}nen mit f,,: K — K gleichgradig gleichmdfig stetig
und beschrankt. Dann gibt es eine gleichmdflig konvergente Teilfolge { fr., }men-

& J

[ Theorem 43.2 (Montel):
Sei G C C offen und sei { f, }nen eine Funktionenfolge mit f,: G — C holomorph und
lokal gleichmdaf$ig beschrdankt. Dann gibt es eine lokal gleichmafig konvergente Teilfolge

L {fnm }meN-
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Konvergenz und Folgen

Theorem 43.3 (Weierstraf}):

Sei G C C offen und sei { f, }nen eine Funktionenfolge mit f,: G — C holomorph, die
gleichmdflig gegen f konvergiert. Dann ist f holomorph. Auflerdem konvergiert f)
lokal gleichmdfBig gegen f&).

43.2. Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes

Theorem 43.4 (Der Riemannsche Abbildungssatz auf B;(0)):

Sei G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet. Dann gibt es eine biholomorphe
Abbildung f: G — B1(0). Sei zy € G. Wenn man f(z)) =0 und arg(f'(29)) € (—m, 7]
vorschreibt, gibt es genau eine solche Abbildung f.

43.3. Schwarz und Christoffel

Satz 43.1 (Das Schwarzsche Spiegelungsprinzip):
Sei G ein Gebiet in C, das symmetrisch ist beziiglich der reellen Achse. Wenn gilt,
dass

1. f holomorph ist auf {z € G: Imz > 0},
2. f stetig ist auf {z € G: Im z > 0} und
3. f(GNR) CR,

dann ist
. f(z) auf{z€G: Imz >0}
f(2) = V7= ,
f(Z) auf{ze€G: Imz <0}

eine holomorphe Funktion auf G.

Theorem 43.5 (Schwarz-Christoffel):
Sei P ein Polygon in C. Dann existiert eine biholomorphe Abbildung

h: (R+:Ry) —» P

Wenn wir die Eckpunkte von P entgegen dem Uhrzeigersinn wy, ..., w, nennen und
ai, ..., o die zugehorigen Winkel, die die Anderungen in der Tangentialrichtung
messen, d. h.

Wgi1 — W

ap = arg(’w) firk=1,....,n

Wy — Wg—1
(setze w, = wy und wyy1 = wi), dann gibt es x; < x93 < -+ < T € R mit
hzg) =wg firi=1,...,n—1 und h(co) = w, und es gilt

—aq —ag —Qn-—1

W(z)=alz—21) 7 (z—22) 7 - (z2—Xp1) =
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